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I DEO

1. Matematicki pojam i elementi matematicke logike
e Matematicki pojam

Elementi matematicke logike

Logicke operacije

Iskazne formule, tautologije, pravila zakljucivanja

Kvantifikatori

2. Skup kao osnovni matematic¢ki pojam
e Pojam skupa. Zapisivanje, obelezavanje i graficko predstavljanje skupova
e Operacije sa skupovima. Unija, presek, razlika, komplement. Dekartov
proizvod skupova
e Relacije na skupu
e Preslikavanje (funkcija)
e Operacije na skupu. Algebarske strukture

3. Skup prirodnih brojeva N
e Pojma prirodnog broja
e Peanova aritmetika
e Zapisivanje prirodnih brojeva i brojevni sistemi. ProSirenje skupa prirodnih
brojeva.
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MATEMATIEA

® 1. MATEMATICKI POJAM

Predavac: mr Tatjana Baji¢

PoJjaM. MATEMATICKI POJAM

o Pojam je logi¢ka kategoryja.

o Pojam je misao o sustini onoga o éemu mislimo.

o Sustina je ono po éemu je nesto to ito jeste.

o Svojsta (karakteristike), po kojima je nesto to 5to
jeste, nazivaju se njegova bitna svojstva
(karakteristike).

o Matematicki objekat je zamisljen (idealan)
objekat.

o Realmi su modeli i simboli kojima se
obelezavaju matematicki objekti.

o Matematicki pojam je svaka zamisao o bitnim
karakteristikama matematickog objekta.

PRIMER: POJAM EVADRAT

Bitne kEarakteristike:
o cetirl jednake stranice
o ¢etirl jednaka (prava) ugla

SADRZAJ POJMA.,
RODNI (GENERICKI) POJAM I VRSNI
POJAM

© Oznake pojma su bitne karakeristike pojma.

o Sadrzaj pojma éini skup oznaka pojma odnosno
skup bitnih karakteristika pojma.

o Na primer, sadrZaj pojma Kvadrat: éetiri jednake
stranice 1 éetiri jednaka (prava) ugla.

o Pojam moZe biti: rodni (generiéki) 1 vrsni.

o Rodni pojam je vi5i u odnosu na svej vrsni pojam.

o Vrsni pojam je niZi u odnosu na svoj rodni pojam.

o U zavisnostl u odnosu na koji se drugl pojam
posmatra, jedan pojam moZe bitl istovremeno 1
rodan 1 vrsan.

PRIMER

rodni Cetvorougao

pojam

vrsni Paralelogram Trapez Trapezoid
pajam 7 ’

,
Pravougaonik Romboid

Kvac)rat

Romb

SIMBOL (TERMIN) POJMA,
SIMBOLI MATEMATICKIH POJMOVA

o Simbel (termin) pojma je govorna forma (rec)
1/1li oznaka misaone sadrZine tog pojma.
o Primer: re¢ kvadrat je termin (simbol), govorna
forma pojma kvadrat
o Simboli matemati¢kih pojmova:
» (Govorna forma: reéi (imena pojmova)
+ Specijalni pisani znaci
» Graficki simboli 1 crtez
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SIMBOLIZACIJA POJMA KRUZNICE

o Govorna forma: kruZniea
o Slovni znaci: k(O,r)
o Grafiéki simbol kruZnice:

o Grafiéki simbol kruga:

MATEMATICKO - LOGICKI JEZIK

o Matematiéko - logiéki jezik je kompletan simboli¢ki
jezik.
o LiZen je vifesmislenosti 1 nepreciznosti.
o Matematiéko - logiéki jezik je zasnovan na:
» osnovnom skupu simbola (azbuke) 1
» pravilima izpradnje ref1 (1zraza) 1 recemica (formula).
o Zahvaljujuéi matematiéko — logitkom jeziku moguéa
je konstrukelja strogo formalne teorije.

STROGO FORMALNA TEORIJA

o Strogo formalna teorija se sastoji iz:
» ckupa oznovnih pojmova (elementarni pojmovi) i
osnovnih simbola
» skupa oznovnih stavova (aksioma)
» skupa pravila izvodenja (dokazivanja)
» stavova kojima se neito tvedl 1 éje tvrdenje treba
dokazati (teoreme).
o Primer strogo formale teorije: Euklidska
geometrija
» Skup esnovnih pojmova: tacka, prava, ravan 1
prostor.
» Diwe psnovne relacije; 1zmedu 1 pripada.
» Svi ostali pojmovi ze definifu.

DEFINICIJA

o Definicija je retenica kojom se uvodi neki novi
pojam na osnovu ved poznatih pojmova.

o Primer: Evadrat je pravougaonik jednakih
stranica.

o Definicija se sastojl iz definienduma 1
definiensa.

o Definiendum - sadrZi onaj pojam koji se
definize.

o Definiens - recenica koja sadrzi ve¢ poznate
pojmove na esnovu kojih se uvedi, objasnjava nov

pojam. °

DEFINICIJA - SVOJSTVA

o Nekreativna - ne sme imati ulogu
matematié¢kog stava.

o Otklonjiva - definicija je samo zamena za veé
postojece.

o Sto jednostavnija - novi pojam treba da se
definie preko svog najblizeg rodnog pojma.
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MATEMATIKA

2. ELEMENTI
L ] ()‘IATE]\IATIE‘-KE) LOGIEE
Predavaec:

mr Tatjana Baji¢




AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC

Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

| deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

IsrazZ

o Iskaz (sud) je misao koja poseduje taéno jednu
istinitosnu vrednost, odnosno mo#e biti taéna ili
netaéna.

o Iskaz se izraZava recenicom (formulom).
o Iskazl se oznacavaju iskazmim slovima: p,g.r.s,...
o Osnovu svakog misljenja éine iskazi.
o Primer:
» p: Danas je veoma topao dan.
» g Petkom imamo ¢as iz matematike.
+ 1 Koliko je sati?
» g Ja sada lazem.
o Zakljuéak: p1iqsuiskazi, dok ris nisuiskazi

PREMISA I ZAKLJUCAK

o Premise su polazni iskazi.

o Primenom edredjenih valjanih zakonitosti
mjéljenia, 1z premisg se 1zvodi novl 1skaz -
zakljueak (zakljueni sud).

o Zakljucivanje je misaoni proces kojim se izvodi
jedan iskaz (zakljucni sud) iz jedne ili vize
drugih iskaza (premisa).

o Primer:

Svi studenti imaju visoke ocene 1z Matematike.

Ana je student.

Dakle, Ana ima visoku ocenu iz Matematike. o

ZADATAK LOGIKE

o Logika je nauka koja proué¢ava vrste pravilnog
misljenja.

o Zadatak logike je da odredi put od premise ka
zakljuéku kao i pravilnosti koje se na tom putu
koriste.

o Razlikujemo:

» Neposredno zakljuéivanje
» Posredno zakljucivanje
» Zakljufivanje po intuiciji

1. NEPOSREDNI ZAKLJUCAK

o Zakljuéni sud se 1zvodi samo iz jedne premise.
o Sema:
Svaki A je B.
Sledi, neki Bje A.

o Primer
Svaki prirodan broj koji se zavréava sa 0 ili 5 je deljiv sa”-

Sledi, prirodan broj 245 685 je deljiv sa 5.

2. POSREDNI ZAKLJUCAK

o Zakljuéni sud se izvedl 1z najmanje dve premise
o Posredan zakljuéak moze biti:

. deduktivan

. induktivan

. analogyski

2.1 DEDUKTIVAN ZAKLJUCAK

o Iz op5tih premisa se izvodi poseban (manje op5ti)
zakljuéni sud.
o Primer:
Sve planete kruZe oko Suneca.
Zemlja je planeta.
Zemlja kru#i oko Sunca.
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SILOGIZAM SILOGIZAM - PRIMERI

Silogizam je prost deduktivni zakljuéak koji ima

samo dve premise. Svi éetvorouglovi imaju éetiri ugla.

Opsti ili univerzalni Partikularan ili poseban Svi paralelogrami su cetvorouglovi.
sud sud Svi paralelogrami imaju éetiri ugla.

SviPsu Q. Svaki Pje Q. Svali kvadrat ima sve stranice jednake.
SviRsuP Svaki P je R. Svalki kvadrat je pravougaonik.

e T D -~ Neki pravougaonik ima sve stranice jednake.
SviR su Q. Neki R je Q.

2.2 INDUKTIVNI ZAEKLJUCAK (SUD) SEMA POTPUNE INDUKCLIE
N . A P, jesS.
o Iz manje op5tih posebnih premisa se izvodi op3ti zakljuéni .
sud. P, je S.
o Primer:

Merkur kruzi oko Sunca.
Venera kruzi oko Sunca.

Zemlja kruzi oko Suneca. -
Mars kruzi oko Sunca. Pk e S. )
Sve planete kruZe oko Suneca. Pl; P2, ' .,Pk su svi P.

(] SviP su S. (2]

SEMA NEPOTPUNE INDUKCIJE 2.3 ANALOGIJSKI ZAKLJUCAK (SUD)

P1 _!E S. o Iz posebnih premiza izvodi se poseban zakljuéni sud.
P2 je S. o Primer:

Sve strane kvadra su pravougaonicl.

Kvadrat je pravougaonik jednakih stranica.

Dakle, sve strane kocke su kvadrati.

Py je S.
Py, P3, ...,P sU neki P.

SviPsus. (] (2]
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3. ZAKLJUCIVANJE PO INTUICLJI MATEMATIKA

o Nema sve elemente logickog zakljuéivanja.

o Ima premise od kojih polazi ali proces
zakljuéivanja se bazira na intuiciji
(predosecanju).

o Zakljuéni sud nije uvek istinit, ali moZe biti u
nekim situacijama i plodonosan.

® 2. LOGICKE OPERACIJE

Predavaec:

mr Tatjana Bajie

ISTINITOSNA VREDNOST ISKAZA LOGICEE OPERACIJE
©P. q. I'.... - iskazna slova o Konjukeija
o T(te) 1 Line-te) - logicke konstante o Disjunkcija
o T (p) - istinitosna vrednost iskaza p o Implikacija
(p) = {T_ akoie iskaz P taéa_r‘l -] El{vivs_..lencija
1. ako je iskaz p netaéan o Negacija

= Primer Odrediti istinitosnu vrednost iskaza:
. p: Danas pada kiza.
. ogrd=l
. r: Broj 7 je regenje jednacinels — |x -12 | =10
.« = T-9+8=6
. t: Zbir dva prirodna broja je prirodan broj. ° e
- x(ytz)=xytxz

KoNJUKCIJA DISJUNECLJA

o Konjukeija iskaza piqje iskaz "piq"1ioznaéava o Disjunkcija iskaza p1 q je 1skaz "p 1li q" 1 oZnacava se
sesa P A Q = pwvq

Konjukcija — primer: . . 1w
o p: broj 6 je deljivsa 3 ° U'k.l]lu?na. d%'s]_"mk@.a' p]JJ. 4. pvd
o Iskljuéna disjunkeija: "lipiliq", pwq

broj 9 je deljivsa 3
q- bIUEI 19']? ;:11.‘.‘ 'sa 3 Disjunkcija — primeri:
r: broj 12 je deljiv sa o p- x<100

p A qar:Svaki od brojeva 6,9,12 je deljiv sa 3. q: y<100
P v q :Najmanje jedan od brojeva x 1y Je manji od 100.
o p: "uskoro je podne”

o q: "tek je proglo podne” °
p v q: Il je uskoro podne 1li je tek prozle podne.
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IMPLIKACIJA - PRIMERI

IMPLIKACIJA
o pIE=y
o Implikacija iskaza piq je iskaz "ako p onda q"1 q =%
oznaéavasesa P = ( P = 0 : Ako je x=v onda je y=x.
o p je pretpostavka, hipoteza
o q Je posledica, zakljuéak o p: broj je deljiv sa 10
opP = (, pjedovoljan uslov za q q: broj je deljivsa 5

o p=>q. qje potreban uslovza p pl? q: Da je broj deljiv sa 5 dovoljno je da je deljiv sa

o p: broj je deljiv za 10
q: broj je deljivsa 5

° P = q:Da je broj deljiv sa 10 potrebno je da je d.eljiva
5.

EEVIVALENCIJA NEGACIJA

o Ekvivalencija iskaza p1q Je iskaz "akoponda q 1 o Negaceija iskaza p Je icskaz "ne p" 1 oznacéava se sa— p
akoqondap"loznacéavasesa P < ( o Primeri-
a fita se: i
s pakoisamoakog p.n}ls A . .. _
« pakkog — P: Prirodan broj n nije vedi od 15.

+ da p, potrebno je 1 dovoljno g
L ekvivalentno g q: 3vi studenti su polozili ispit.

e Frmer - — q: Bar jedan student nije poloZio ispit.
p- trougao je Jednakostraniéan
q: trougao 1ma sve trl stranice jednake

P = Q: Trougao je jednakostrani¢an ako 1 samo
ako su mu sve tri stranice jednake. e o

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
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[STINITOSNE TABLICE MATEMATIKA
Pldp A q|PVQ| pvqp=>q|p<=q|-P
T(T| T T 1 T T L
TlLl L1 T T L iy | EE 4. ISKAZNE FORMULE.
® PRAVILA ZAKLJUCIVANJA
(L] L 1 1 T T T Predavaec:
L ]

mr Tatjana Bajié
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ISKAZNE FORMULE

1. Iskazna slova p.q.r.... su iskazne formule.
2. Ako su A 1 B iskazne formule, onda su iskazne
formule i slededi zapisi:
ArB AvB AvB A=B A< B A
3. Iskazne formule se dobijaju jedino primenom
pravila 1) 1 2) konaéan broj puta.

TAUTOLOGIJE. METODE ZA ISPITIVANJE
ISTINITOSTI ISKAZNIH FORMULA

o Iskazna formula koja za sve vrednosti iskaznih
slova ima istinitosnu vrednost T (ta¢no) naziva se
tautologija.

o Iskazne formule A 1 B su ekvivalentne akko je
formula A < B tautologija.

o Ukoliko dokazemo da je neka iskazna formula
tautologija tada ona predstavlja logiéki zakon.

o Najéesce metode za ispitivanje istinitosti
iskaznih formmla:

» Metoda tablica istinitostl
+ Svodenje na apsurd

ZNACGAJINE TAUTOLOGIJE (I)

1. zakon refleksivoosti 2o iplilacijo

ZNACAJINE TAUTOLOGIJE (IT)

6. zakon uklanjangs implikscije

[p=gl=]pvy )
p==r (1 7. wakon svordjenja na apsurd
2. zakon iskljuienja tredeg ) (= (gnlah) = p i
PP (2)
. . S.zakem o pravoj posledic
3. zakon neprotivrecnosti
Tipale) {3} p=gl=(p=prygl (£
4. zakon dvojne negacije 4, wakou o wlempotenciji
e =p (4 B
. . T PV pip g (0
5. zakon negiranja implikacije
10, zakon apsorpeije
lip=a) = prly (5) . Al
pro g S phpYglep (RELN}
L I L
ZNACAJNE TAUTOLOGIJE (III) ZNACAJNE TAUTOLOGIIE (IV)
11, D Morganovi zakoni
Np g =]pale Tip Aog) =]pv]e (11} 16. komutativnost operacija A 1 W
12, modus ponens (pravilo advajanga) PAG A PEGES QYR (16
(prip=q)l =¢q (12) 17. asocijativoost operacija & QW
14, modus tolens o P
(o= abile) =1p 13 IpAqlAarspaignr) (17a)
[pv gl Wr e pw{gyvr) (17D}
14, pravilo sabirangs =a L R . X . - -
18, distributivnost v prema A, odnosno distributivoost & prema W
pvLlep 14
pVlg AT S ipvg Aipvr) (18]
15 prawilo monedenja se p
pAlgr) e {pig) Vv ipAr) (18b)
PAT S (15
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NEKA PRAVILA ZAKLJUCIVANJA (I)

1. modus ponens

NEEA PRAVILA ZAKLJUCIVANJA (IT)

5. modus tolens

AA=B A=B,—B
B —A
2. pravilo tranzitivhosti implikacije 6. dokaz nabrajanjem
A=B,B=C ASCB=C
) A=C . AVB=C
3. pravilo tranzitivhosti ekvivalencije 7
A©BBoC ' AAB=C
) A=t AnC=-B
4. pravilo kontrapozicije
A=B
B= A o
AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
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5. KVANTIFIKATORI
@ (KVANTORI)

Predavae:

mr Tatjana Bajie

o Reéenica koja sadrzi jednu ili vise promenljivih i
koja postaje 1skaz ako sve te promenljive dobiju
odredenu vrednost, zove se predikat.

UNIVERZALNI EVANTIFIKATOR

o Oznaka ¥V

o Zamenjuje reéi: svaki, bilo koji, svi
o P(x) - predikat

o'vX P(x) - novi predikat

oVXP(x) : "Za svaki x Je P(x)."

o Primer: Za svako x, x+1>x.

()X +1> %)

EGZISTENCIJALNI KVANTIFIKATOR

o Oznaka:3

o Zamenjuje reéi: postoji, bar jedan, neki, najmanje
jedan

o P(x) - predikat

03X P(x) - novi predikat

03X P(x) : "Postoji takvo %, da je P{x)."

o Primer: Postoji takvo x, da je 3x>12.

(3x)(3x =12)
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KVANTIFIKATOR 3

o Zamenjuje reé¢i: postoji taéno jedan

o P(x) - predikat

o3 x P(x) - novi predikat

o3 x P(x) : "Postoji taéno jedan x, takav da je P(x)."
o Primer: Postoji tacno jedno x, takvo da je 3x=12.

(3x)(3x =12)

VEZANE I SLOBODNE PROMENLJIVE.
VALJANE FORMULE

o Promenljiva x je u predikatima
(VX)P(x). (F)P(x). (3!x)P(x).
redom vezana kvantorima'y, 3 1 3!
o Promenljiva u predikatu koja nije vezana
kvantorom naziva se slobodnom
o Primer slobodne promenljivef ¥x) P (x. v)

o Logiéki zakon sa kvantorima se nazivaju
valjane formula.

o Obzirom da su logiékl zakomni tautologije, valjane
formule su uvek taéne.

O

NEKE VALJANE FORMULE

1. De Morganovi zakoni za kvantore:
a) =[Fx)A < (Ix)=A

(nije svaki <= neki nije)
b) —(3x)A e (Fx)-A

(nije neki — svaki nije)

2. Zakoni slaganja kvantora sa konjukcijom:
a) [(vx)(A AB) < (Vx)A n (7x)B
b) (Ix}A ~B)= (Ix)A ~(3x)B

3. Zakoni slaganja kvantora sa disjunkcijom:
a) (3x)(A v B) < (Ix)A v (3x)B
b) (vx)A v (7x)B = (vx)(A v B)

10




AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

| deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

MATEMATIEA

® 2.1 POJAM SKUPA

Predavacé: mr Tatjana Bajié

Po0OJAM PRIPADA

o Osnovni pojam teorije skupova - ne definise se

o A - neki skup

o X je ¢lan skupa A, odnosno x pripada skupu A, u
oznacl X € A

o X nije ¢lan skupa A odnosno x ne pripada skupu
A uoznacl x = A

PREDSTAVLJANJE SKUPOVA

1. Analiticki (ako skup ima konaéan broj
elemenata)
S={a,b,c}
2. Sinteticki (preko karakteristicnog svojstva,
koje poseduju njegovi elementi)
S={x1s()}

"S je skup elemenata x koji imaju svojstvo s(x)"

3. Graficki (pomocu Venovog dijagrama)
Venov dijagram je zatvorena kriva linija &iji
elementi su tacke koje simbolizuju elemente
skupa.

11

PoJaM SKUPA

o Jedan od osnovnih pojmova u matematici - ne
definife se.

o Skup se sastoji iz elemenata (¢lanova) koji imaju
neku zajedni¢ku osobinu koja 1h povezuje u taj
skup.

o Skupovl se oznacéavaju velikim slovima: A B, C,...

PRAZAN SKUP

© Prema broju elemenata, skup moze biti:
konacan i beskonacan.

o Skup kojil nema elemenata naziva se prazan
skup.

o Oznaka praznog skupa: a.
o Prazan skup je konstanta u skupu skupova.

KARDINALNI BROJ SKUPA - MOC SKUPA

o Broj elemenata skupa zove se kardinalni broj
skupa ili moe skupa.

o 3 - skup

o card S - oznaka za kardinalni broj skupa S
ccarde=0

ecA={a,a,,...,a,,n=M, cardA=n

o A - beskonacan skup, card A je transfinitni broj
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PREBROJIVI SKUPOVI

o N - skup prirodnih brojeva

o N - beskonaéan skup ali prebrojiv

o card N =2,

o ¥, (alef nula) - najmanji transfinitni broj

o ¥, je kardinalni broj svih prebrojivih skupova
(skupova ekvivalentnih skupu prirodnoh brojeva)

PRAZAN SKUP.
DISJUNKTNI SKUPOVI

=Prazan skup je podskup svakog skupa.
(VA)(s c A)

= Disjunkini skupovi su skupovi koji nemaju
zajednickih elemenata.

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
0Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

MATEMATIKA

. 2.2 OPERACIJE SA
@ SKUPOVIMA
.

mr Tatjana Bajic

Predavac:
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PoDsSKEUP. JEDNAKOST SKUPOVA

=Skup A je podskup skupa B, u oznaci A< B,
ako je svaki element skupa A takode element
skupa B.

AcBe (Vx)(xeA=xeB)

=Dva skupa A i B su jednaka, u oznaci A=B,
ako su svi elementi jednog skupa ujedno i
elementi drugog skupa i obmuto.
A=Bo ()(xesA=xeB)

A=B<=(AcBaABcA)

PARTITIVNI SKUP

=Partitivni skup skupa A, u oznaci P(A), je skup
svih podskupova skupa A.
P(A)={XIXc A}

(VA)EP(A)(VX)(X = A= X =P(A))

scard P(A) = 2c=rdA

UNIVERZALNI SKUP
© Oznaka umiverzalnog skupa: U
o Podskupovi skupa U su skupevi A, B, C....
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RAZLIEA I SIMETRICNA RAZLIEA
UNILJA I PRESEK SEUPOVA SKUPOVA

= Unija dva skupa Ai B, u oznac AU B, je

skup koji sadrZi elemente koji pripadaju bar = Razlika skupa A u odnosu na skup B, u

jednom od skupova A i B. oznaci A\ B, je skup koji sadrZi sve
AuB={xlxsAvxeB} elemente iz skupa A koji nisu u skupu B.
xeAuBeo xsAvxeB A\B={xIxeArxeB}

xeA\BexeAnxeB
= Presek dva skupa Ai B, uoznaci AnB, je

skup koji sadrZi sve zajednicke elemente = Simetri‘na razlika skupova A i B, u oznaci

skupova A i B. . i, .
AAB, je unija skupova A\B i B\ A
AnB={xlxesAnrxeB} '
xeAnBe xeAaxeB ° AAB = (A\B)u (B\ A) o

SVOJSTVA OPERACIJA UNLJE I PRESEKA
KOMPLEMENT SKUPA (I)

= Komplement skupa A u odnosu na skup U, u

oznaci A, Je skup elemenata iz skupa U koji 1 IdempOterAcE)aA CATANA=A
nisu u skupu A. -Al B

A ={IX|XEU=‘\XEA} 2. komutativnost
xeA oxelUaxeA AuB=BUAiAnB=BmnA

3. asocijativnost
(AuB)uC=Au(BuQ)
(AnB)nC=An(Bn Q)

SVOJSTVA OPERACIJA UNLJE I PRESEEA

(IT) ALGEBRA SKUPOVA
o Algebarska struktura na skupu U, éije su
4, distributivnost unije u odnosu na presek i operacije skupovne operacije unija, presek,
preseka u odnosu na unija razlika i komplement, “ljz,mm :
AU(BAC)=(AUB)A(AUC) _ Uwn\)
A A (B o C) _ (A ﬁ B) U (f—'\ . C) naziva se algebra skupova.

5. apsorptivnost
AUARB)=AiAn(AUB)=A

6. De Morganovi zakoni
(ARBY=A'"UB i (AUBy=A'~B O

13
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UREDEN PAR DEKARTOV PROIZVOD

o Dwvoélan skup se naziva par. . . .

o Dvoélan skup (a,b) u kome je bitan poredak = Dekartov proizvod skupova A i B, u oznaci
elemenata naziva se ureden par. A xB, je skup svih uredenih parova (a,b)

o (x.¥) i (a.b) uredeni parovi gde as AibeB,.

o (x.y)=(ab) < x=aiy=b AXB={(a,b} lacs AnbeB}

» Dekartov proizvod, direktan proizvod ili
Kortezijev proizvod

» Dekartov kvadrat skupa A

o A*=AxA ()

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
0dsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

MATEMATIKA P0OJAM RELACLJE
o M={ml, m2 m3}
o D={d1, d2}
o Relaeija: "bitl partner u igranju”
MxD={(m,d) ImeMnadeD}

DxM={(dm)ldeDameM}
o Prema broju elemenata koji su u nekom odnosu
@ 2.3 RELACIJE NA SKUPU (relaciji), relacije mogu bit:
* ’ o * unarne relacije (relacije duzine 1)
Predavac: * binarne relacije (relacije duzine 2)
- ® mr Tatj ana Bajié s ternarne relacije (relacije dufine 3) e
» n-arne relacije (relacije duzine n)
BINARNA RELACIJA RELACIJA NA SKUPU
B Binarna relacija iz skupa A u skup B je svaki m A=g
podskup p Dekartovog proizvoda AxB. = Binarna relacija na skupu A je bilo koji
podskup p uredenih parova iz skupa
m pcAxB={(x,y)IxeAry=B} A’ = A=< A, odnosno bilo koji podskup p
njegovog Dekartovog kvadrata
X € A i Y €B su u relaciji p akko (X, Y) €p AT =AxA,
= n-arna relacija na skupu A je bilo koji
Xpy < (X, ¥)ep podskup skupa A" = Ax A <A,

14
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BINARNA RELACIJA NA SKUPU PRAZNA I PUNA BINARNA RELACLJA

m A#p ) .

m Na skupu A je definisana binama relacija p, = p !Jlnarna relacija na skupu A, A =g
ako za bilo koja dva elementa x i y tog skupa ®m p je prazna relacija ako
vaZi tatno jedan od iskaza: 7(x,y) e A',(x,¥)ep

"x je u relaciji sa y",
u oznaci XY, odnosno (X,Y) €p,
ili

= p je puna relacija, odnosno P = Az,
ako 7(X,y) €A% (X, ¥)ep
"x nije u relaciji sa y",

u oznac —(XpY), odnosno (X,¥) € p. e o

SVOJSTVA BINARNIH RELACIJA RELACIJA EEVIVALENCIJE

o Binarna relacija p koja je refleksivna,
simetricna i tranzitivna jeste relacija
kvivalencije.
X e A)(XpX <
( )( P ) o Oznaka relacije ekvivaleneije: ~

m refleksivnost

m simetri¢nost
(Vx,y € A)(Xpy = YypX)
m asimetricnost (antisimetricnost):
(Vx,y € A)(xpy nypx = X =Y)
m tranzitivnost:

(vx,Y,z e A)(XpYy A ypZ = XpZ) e e

KLASE EKVIVALENCIJE I KOLICNICKI
SKUP RELACIJA PORETEA

o Binarna relacija p koja je refleksivna,
antisimetriéna i tranzitivna jeste relacija
poretka.

=~ - relacija ekvivalencije na skupu A

m XA

m Skup svih elemenata iz A koji su ekvivalentni sa
X, nazivamo kiasom ekvivalencije elementa xi
oznafavamo sa

C, ={ylyeAax~y},

m Skup A je klasama ekvivalencije razbijen
(podeljen) na disjunkine podskupove.

= Skup svih klasa ekvivalencije obrazuje novi skup
koji se zove koli¢nicki skup i oznatava se sa

AJ~={C,IxeA}. o ()

15



AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

| deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

RELACIJA TOTALNOG PORETEA

m p - relacija poretka na skupu A

m Ako za svaki ureden par (x,y) elemenata iz
A? va7i tacno jedna od formula xpy ili ypx
onda kaZemo da je p relacija totalnog
poretka, odnosno skup A je totalno ureden
relacijom p i obrazuje lanac.

m Ako postoji bar jedan ureden par (x,y) iz A2
tako da nije tacan nijedan od iskaza xpy ili
ypx, onda kaZemo da relacija p delimic¢no
ureduje skup A.

FUNECIJA

o A, B neprazni skupovi
o Funkeija (preslikavanje) skupa A u skup B, u
oznacl f: A — B, je bilo koji postupak, dogovor
prema kom se svakom elementu x, skupa A
pridruzuje tacno jedan element v, skupa B.
y=i(x)

PRIMER 1

of: A — B definisana sa
/—\B
a1
o

jeste funkeija jer svaki element skupa A ima
taéno jednu sliku u skupu B.

16

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
0Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

MATEMATIKA

Predavae:

. 2.4 PRESLIKAVANJA
® (FUNKCIJE)
-

mr Tatjana Bajie

FUNKCIJA POSMATRANA KAO RELACIJA

Preslikavanje skupa A u skup B, u oznaci
f: A — B, je podskup skupa AxB, fc AxB,
odnosno f je binarna relacija sa svojstvima:

m Skup svih prvih komponenata skupa f je
skup A ={x1(x,y)ef},
mAko (% y)efi(x,z)ef ondaje y=z.

PRIMER 2
of: A — B definisana sa

Y ae p— =TI
VNGV,

nije funkeija jer svaki element skupa A nema
svoju shiku u skupu B.
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PRIMER 3
of:A—B deﬁ.nisana sa

A /
!
jeste funkeija jer svaki element skupa A ima
taéno jednu sliku u skupu B.

F:A—-B

o Element x, skupa A, se naziva original,
nezavisno promenljiva ili argument
funkcije £, a element y=f(x). skupa B, slika,
zavisno promenljiva ili vrednost funkcije £

o A - domen funkeije £

o f{A)CB - skup vrednosti funkeije f il kodomen

funkeije £
X . v=f(x)
original — slika
nezavisno promenljiva — ZAVISno
promenljiva

argument funkeijef ——— vrednost funkeije £

NACINI ZADAVANJA FUNKCLJE (2)

o pomocu tablice
© na primer,

17
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PRIMER 4

of: A— B definisana sa
A

[=]

a f
— 2
. _/g X
nije funkecija jer postoji element skupa A koji ima
dve razhéite slike u skupu B.

NACINI ZADAVANJA FUNKCLJE (1)

o zadavanje funkcije pomocu grafa

A/_ f _I\B

a o £—o

| \. {2
-0 3

koj \4/

NACINI ZADAVANJA FUNKCIJE (3)

abc

123
o pomoéu formule (matematiékim izrazom)
© na primer,

o pomoéu Seme
© na primer,

fix)=2x+1
odnosno
y=2x+1
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NACINI ZADAVANJA FUNKCLJE (4)

o pomoéu grafika u .
Dekartovoj /
koordinatnoj ravni !

o na primer, grafik i
funkeije &ja je
formula A

v=(x+1Dx+4 ' Vi

EEVIVALENTNI SKUPOVI

o Skupovi su ekvivalentni (po kardinalnosti) akko
1zmedu njih postoji bar jedno "1-11na"
preslikavanje.

o Konaéni ekvivalentni skupovi su jednakobrojni.

o Skup je beskonaéan ako postojl bar jedna
bijekelja skupa 1 njegovog pravog podskupa.

KOMPOZICIJA PRESLIKAVANJA

] f:A-B

ng:B>C

= Preslikavanje h: A — C je kompozicija
preslikavanja f i g, u oznaci h=gof , ako je
za svako x iz A, h(x) = g(f(x)) .

m Osobine:
gof #fog (nije komutativna operadija)
ro(gef)=(rog)of (asocijativna operacija)

gdeje f:tA—= B, g:B—>C,r:C = D. °

18
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VRSTE PRESLIKAVANJA
Funkcija f: A =B je:
= "1-1" preslikavanje ili injekcija ako
(W, x, = A)(x, = x, =f(x,)=f(x,).
= "na" ili surjekcija ako
(Vy eB)(3x e A)y =f(x)).
- bijekcija ili obostrano jednoznatno
preslikavanje ako je f i injekcija i surjekcija
ednosno "1-1 i na".

INVERZNO PRESLIKAVANJE

o Akojef: A — B"1-1" preslikavanje, onda postojl
nverzno preslikavanje, u oznacif-, koje shku f(x)
“yraca” u original x, odnosno

(f(x)) =x

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
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MATEMATIKA

® 2.5 OPERACIJE NA SKUPU
Predavaec:

mr Tatjana Bajic
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PoOJAM OPERACIJE

o Pod pojmom operacije se podrazumeva da se od
jednog, dva ili vie objekata "stvara" nov objekat
kao rezultat operacije.

o Operacija Je definisana na skupu ako rezultat te
operacije takode pripada tom skupu.

OPSTA OZNAKA OPERACIJE NA SKUPU

= A neprazan skup
= fje operacija duZine k na skupu A:
F(x1 %2, XK)=Y, X X2pee XigY € A
= cardA=n
= cardAk=p*
= Ukupan broj svih operacija duzine k koje se
mogu definisati na skupu A je
13

nn

Posebno, za k=2: N"

BINARNE OPERACIJE U SKUPU N

o N - skup prirodnih brojeva

o U skupu N definisane su operacije sabiranja (+) i
mnoZenja (-).

o Operacije oduzimanja (-) 1 deljenja () su uslovno
definisane u skupu N.

19
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OPERACIJE NA SKUPU
o Operacija duzine k na skupu A je svako
preslikavanje skupaA* u skup A
o Operacija duzine 1 (unarna operacija) na skupu
A je svako preslikavanje tog skupa u samog sebe.
o Operacija duzine 2 (binarna operacija) na skupu
A je svako preslikavanje Dekartovog kvadrata
tog skupa A° = A x A uskup A
o Simboli operaeija:
= logickih operacija: ~, vV, =, &, &
= skupovnih operacija: UJ N ,\ .
= brojevnih operacija: +, -, -, 1, V,-.

PREDSTAVLJANJE BINARNIH OPERACIJA

= Kejlijeve tablice

ai az

ai f(al,al) f(al,agj
a_z f(ai‘laal) f(a%faZJ e

» 3ema
— (alfal) (aﬂ'ag)
= f(a,,a) f(a,,a,) ..

MEDJUSOBNI ODNOS OPERACIJA I
RELACIJA

o Svakom operacijom f duZine k, definisanom na
nekom skupu, odredena je neka relacija p duZine
E+1.

o Ako je f(%; %,....%, )=y onda su elementi
¥y, Xg,...,%, ¥ U nekoj relaciji p duZine k+1.

o Na primer, x, ¥, z su u nekoj relaciji p (duzine 3)
akko je proizvod prva dva elementa jednak
tretem: p(xy.z) < xy=2
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ALGEBARSKI ZAKON PRIMER ALGEBARSKIH ZAKONA

© S - neprazan skup o Algebarskim zakonima se izraZavaju svojstva

o O - skup svih operacija definisanih na 38 operacija.

o V - skup promenljivih Poznati zakoni brojevnih operacija:

o T (0,V) - skup izraza izgradenih od operacijskih o (Vx.y) x+y=y+x komutativnost
simbola, promenljivih 1 konstanti iz 3 o (VX.y.Z) (x+y)+z=x+(y+2) asocijativnost

o Algebarski zakon je formula oblika o (Vx,y.z) = (ytz)=x-y+x-z distributivnost

=t t,tLeT(OV)
za sve vrednostl promenljivih u izrazima t, 1t,.

ALGEBARSEA STRUKTURA
DEFINICIJA

© S - neprazan skup
o O - skup svih operacija definisanih na 8
o R - skup svih relacija definisanih na 3

o Skup S zajedno sa svim operacijama 1 relacijama
definisanim na tom skupu obrazuje algebarsku
strukturu, u oznaci S=(3,0.R).

o (3,0) - operacijska (algebarska) struktura
o (3.R) - relacijska (algebarska) struktura

20
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AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
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MATEMATIKA P0JAM PRIRODNOG BROJA

o Prebrojavanjem koliko ¢lanova ima neki skup
dolazimo do pojma broja jedan, broja dva,...
odnosno do pojma prirodnog broja

o A={jabuka kruska kajsija}

B={lutka, meda, zeka}
C ={a,b,c}

cardA=cardB=cardC
® 3. SKUP PRIRODNIH BROJEVA Skupovi A, Bi C nisu isti ali su jednakobrojni.

Predavac: mr Tatjana Bajié

EKVIVALENTNOST SKUPOVA PO

KARDINALNOSTI PREDSTAVNICI KLASA EKVIVALENCIJE
o U — skup svih skupova o @ - postoji samo jedan prazan skup
o Binarnu relaciju p definisemo na skupu U sa o {0} je predstavnik klase ekvivalencije svih
p: ApB = cardA=cardB jednoélanih skupova
gde su A i B podskupovi od U. o {0,1} je predstavnik klase ekvivalencije svih

o Tada, p je relacija ekvivalencije na skupu U. dvotlanih skupova

o {0,1,2} je predstavnik klase ekvivalencije svih

o Svi skupovi su razvrstani u klase ekvivalencije po oo
tro¢lanih skupova

kardinalnosti. )
o Svi skupovi 1z jedne klase ekvivalencije imaju isti oitd.

kardinalan broj.
o Konaéni ekvivalentni skupovi su jednakobrojni. o o
PRIRODNI BROJEVI SKUP PRIRODNIH BROJEVA

o Prirodni brojevi su kardinalni brojevi
predstavnika klasa ekvivalencije konaénih
skupova.

= Skup prirodnih brojeva oznacavamo sa
M={1,2,3,...,n-1,n,n+1,..}.
o Cifre 0, 1, 2, 3,... 9 su simboli pomocu kojih se
oznac¢avaju prirodni brojevi.
O=card @

1=card{0} = Skup N je beskonaéan, prebrojiv skup, €iji je
2= card{0,1} kardinalni broj, transfinitni broj N
: 0"

= Posebno,
Mo= Mu{0}={0,1,2,3,..., n-1,n,n+1,...}.
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OPERACIJE SABIRANJA I MNOZENJA U

SKUPU N RELACIJA "<" USKUPU N
o A B disjunktni konaéni skupovi o Jedan je najmanji prirodan broj. a najvedl prirodan broj
cardA+cardB=card(AUB) ne pGStO_JJ' i ) ) o )
cardA x cardB=card(AxB) o Za_sxa.b pnr.odJl:u. l:_rro;] ne M postojl pmcda.n broj l.CI.+1.E .
i o Prirodni brojevi n i n+1 su uzastopni ili sukcesivni
o Primer brojevi.
1+2=card{a} +eard{a b} =card{a b.c}=3 o Odatle, skup prirodnih brojeva I je ograniéen sa donje
3 2=card{a b.c} card{d.e} strane, a sa gornje strane nije ograniéen.
=card({a.b.c}x{d.e}) o U skupu prirodnih brojeva M relaciju " <" definiSemo

=card{(a.d).(a.e).(b.d).(b.e).(c.d).(c.e)}=6 s

o Skup prirednih brojeva je zatvoren u odnosu na
operacije sabiranja 1 mnoZenja odnosno o
vyomeEN = n+tmeMAnmeHR.

"=":n < m<>nje manjiili jednak od m,
zanm e M,
Relacija " =" je relacija totalnog poretka u skupu M. °

OPERACIJE ODUZIMANJA I DELJENJA U

Po0JMOVI SLEDBENIK I PRETHODNIK SKUPU N
o U skupu prirodnih brojeva N relaciju” <~ o Operacije oduzimanja i deljenja, kao inverzne
definifemo sa: operacije sabiranja odnosno mnozZenja, su uslovno
"<":n < m<nje strogo manji od m izvodljive u skupu N.
= (ApEl)n+p=m, nmeH. o Akosunm € M takvidan < m1i3p € W tako da m=g-n,
o Niz prirodnih brojeva je ureden tako da svaki broj tada,

niza je za jedan veci od prethodnog i za jedan manji
od sledeéeg broja, 5to zapisujemo « nmeNinm=n/meN

1<2<3<_ . <nl<n<n+tl<._. - S o ) .

N: . 316 dni b: takvida3 <6

o Sledbenik prirodnog broja n je broj koji je za jedan ° Sjgpﬁzr&a tP SHpETe rojem Ak !

veéi od broja n, odnosno broj n+1. ) ’

o Prethodnik prirodnog broja n je broj koji je za jedan

manji od broja n, odnosno broj n-1. . dok °

# 3 - 6 nije prirodan broj 1 3:6=3/6=1/2 nije prirodan broj.

* m-neNimn=qecHN,ali

» §-3=3 jeste prirodan broj 1 6:3=2 jeste priredan broj,

PEANOVA ARITMETIEA

o Algebarska struktura (M.+, -, <) se naziva
aritmetika.

o (M, +, -, =) je potpuno aksiomatizovao italijanski
matemati¢ar B. Peano.

o Aksiomatizovana algebarska struktura (M.+, -, =)
se naziva Peanova aritmetika.

o Peanova aritmetika je primer formalne teorije koja
se sastojl iz:
» tkupa osnovnih pojmova 1 simbola: skup, broj 1 1 (unarna

operacija) sledbenik, u oznaci '

skupa aksioma

skupa pravila izvodenja - zakona dokazivanja

stavova kojima se neito tvedi 1 &ije tvrdenje treba

dokazati (teoreme) - skupa formula o

@ PEANOVA ARITMETIEA
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AESIOMATSKO ZASNIVANJE SKUPA
PRIRODNIH BROJEVA

1. 1 je prirodan broj.

2. svaki prirodan broj n ima svoj sledeci broj -
sledbenik n'. (Vn € N)(3n'eN)(n'=n+1)

Broj 1 nije sledbenik nijednog prirodnog broja.
Svaki prirodan broj je sledbenik najvie jednog
prirodnog broja. (¥n,m eN)(n'=m'= n =m)

Aksioma indukcije:

Svaki podskup M skupa prirodnih brojeva, koji
sadrZi broj 1 i sledbenik svakog svog elementa
jednak je skupu N.

PRINCIP MATEMATICKE INDUKCILJE

S(n) - neko svojstvo, stav u skupu prirodnih brojeva
Dokaz indukcijom da je S(n) taéno za sve n iz N sastoji se
iz tri koraka:

1. Provera da je tvrdenje tacno za neko n=k, k=0, kENo.
n=k je najmanji prirodan broj za koje je tvrdenje tacno
i naziva se indukcijska baza.

2. Indukcijska pretpostavka:
©(S(m)) = T, za neko m>k, meN.

3. Indukcijski korak:
Proveravamo istinitost implikacije S(m) = S(m") .
Ako je 1(S(M) = S(M')) = T sledi
(vn e N) S(n) je tatno.

RELACIJA <,
U PEANOVOJ ARITMETICI (N,+, *,',<)
o U skupu prirednih brojeva N, relaciju”™ <"
definifemo sa:
"<":n < me<nje strogo manji od m
< (3p € N)n+p=m, n.m € K,

om>n< mjesirogovediodnon<m
c-n<mje—m>mVm=n)<nzm

OPERACIJA SABIRANJA U PEANOVOJ
ARITMETICI (N, +, -,', <)

Definiée se kao preslikavanje NxN — N s3
svojstvima:

def
(S1) (WneN) n+1=n'

(S2) (Wn,meN) n+ m’g(n +m)'

ZAKONI OPERACLJE SABIRANJA
(TEOREME) U PEANOVOJ ARITMETICI

(Ty) zakon zatvorenosti skupa N u odnosu na operaciju sabiranja
("n,meN)n+meN

(T) zakon asodjativnosti

(vn,m,peN) (n+m)+p=n+(m+p)
(T5) zakon komutativnosti

(¥n,meN) n+m=m+n

(T4) zakon kancelacije

(¥n,m,peN) (n+p=m+p=n=m)
(Ts) zakon trihotomije

(vn,meN) (n=m v n<m v n=m)

OPERACIJA MNOZENJA U PEANOVOJ
ARITMETICI (N,+, *,', <)

Definide se kao preslikavanje NN — N sa
svojstvima:

def
(M;) ("neN) n-1=n

def
(M2) (.\T’;n,mEN)n.m':n_m_’_n
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ZAKONI OPERACIJE MNOZENJA
(TEOREME) U PEANOVOJ ARITMETICI
(T,") zakon zatvorenosti operacije mnoZenja
(vn,meN)n-meN

(T5") zakon asocijativnosti

(vn,m,peN) (n-m)-p=n-(m-p)
(T5") zakon komutativnosti

(vn,meN) n-m=m-n

(T4") zakon kancelacije

(¥n,m,peN) (n-p=m-p=n=m)

DISTRIBUTIVNOST MNOZENJA U ODNOSU
NA SABIRANJE

na sabiranje
("nm,peN) (n+m)-p=n-p+m-p

(Ts) zakon distributivnosti mnoZenja u odnosu

OPERACIJE ODUZIMANJA I DELJENJA U
PEANOVOJ ARITMETICI

= n,meN takvida n>m

Operacije oduzimanja i deljenja se uslovno
definidu sa:
= Prirodan broj p je razlika brojevanim, u
oznaci p=n-m, ako i samo ako je n=p+m.
p=En=men=p+m
= Prirodan broj q je koliénik brojevanim, u
oznaci g=n:m, ako i samo ako je n=qg-m.
g=nmmen=q-m

ZAPIS PRIRODNIH BROJEVA.
o BROJEVNI SISTEMI

ZAPISIVANJE PRIRODNIH BROJEVA

o Pomoéu simbola, koje nazivamo ciframa

o Koriste se razliciti sistemi brojeva: nepozicioni 1
pozicioni

o nepozocioni brojevni sistemi: vrednost cifre
ne zavisl od njene pozicije u zapisu broja (stari
narodi Egipta, Vavilona, Gréke, Rima. )

o Napomena: nadvuéen simbol dobija hiljadu puta

CIFRE RIMSKOG BROJEVNOG SISTEMA

veéu vrednost

Dekadna vrednost

1
5

10

50

100

500

1000

Simbeoli cifara

Z OO |=|<|—
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BROJEVNA VREDNOST CIFRE U
RIMSKOM BROJEVNOM SISTEMU

o Niz i1stih cifara predstavlja brojevnu vrednost
jednaku njihovom zbiru (primer IT).

o Dve cifre od kojih se manja nalazi levo od vece,
predstavljaju brojevnu vrednost jednaku razhici
vede i manje cifre (primer IX).

o Dwve cifre od kojih se manja nalazi desno od vede,
predstavljaju brojevnu vrednost jednaku zbiru
vece 1 manje cifre (primer XIT).

PoOZICIONI BROJEVNI SISTEMI

o U zapisu broja svaka cifra ima dvostruku ulogu:
brojevnu vrednost i pozicionu vrednost

o Dekadni brojevni sistem - opite prihvacen
brojevni sistem za zapis realnih brojeva, odatle 1
prirodnih brojeva

o Binarni brojevni sistem - znaéajan u
racunarstvu

DEEKADNI BROJEVNI SISTEM

= deset cifara: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
(koje nazivamo arapskim ciframa)
= dekadni zapis prirodnog broja:
n=nn_...nn, neN
n £{0,1,2,3,4,56,789}, i=01,..k, n =0
Cija je vrednost je
n=ng 10% + ME—1 1051 +..+m 10! +1g

Primer:
5376 =5-103 +3.102 +7.101 + 6

BINARNI BROJEVNI SISTEM

= dve cifre: 0,1

= hinarni zapis prirodnog broja:
n,=mm_..mm, neN,
m, {01}, i=01,...k, m =0

¢ija je vrednost u dekadnom brojevnom sistemu:

Ny=m -24+m_ -2 +..+4m, -2 +m, =n,

= Primer binarmog zapisa prirodnog broja

1100=1.2> +1.22 +0.2' +0
koji u dekadnom brojevnom sistemu ima vrednost

(1100)=1-2° £1.22 v 0-2' s 0=(12)

OPERACIJE SABIRANJA I MNOZENJA U
SKUPU M2

e M;={0,1}
« sabiranje po modulu 2, u oznaci +;
e mnhoZenje po modulu 2, u oznaci *;

+7 10 |1 *2 0 1
0 |0 |1 0 |0
1 |1 1|0 110 |1

PROSIRENJE SKUPA PRIRODNIH
@ srOJEVA

25




AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC

Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

| deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

SKUP CELIH BROJEVA

o Skup prirodnih brojeva nije zatvoren u odnosu na
operaciju oduzimanja.

o Odatle na primer, jednacina oblika x+n=m n meRm,
nema resenje u skupu prirodnih brojeva akojem <n.

o Skup prirodnih brojeva se prosiruje na skup celih
brojeva, u oznaci:

z={._-3,-2,-1,0,1.2,3_}

o Skup eelih brojeva je zatvoren u odnosu na operacije
sabiranja, mnoZenja i oduzimanja.

o Ceo broj b je sadrzalac celog broja a ako postoji ceo
broj m, tako da je b=am.

SKUP RACIONALNIH BROJEVA

o Skup celih brojeva nije zatvoren u odnosu na
operaciju deljenja.

o Odatle na primer, jednaéina oblika ax=b a be 7,
nema refenje u skupu celih brojeva ako ceo broj b
nije sadrzalac celog broja a.

o Skup celih brojeva se prosiruje na skup
racionalnih brojeva, u oznaci:

Q={p/g: pe Z, q N}

o q N znaéi da je g=0.

o Skup racionalnih brojeva je zatvoren u odnosu na
operacije sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i
deljenja.

SKUP REALNTH BROJEVA

o Iako je skup racionalnih brojeva zatvoren u
odnosu na operacije sabiranja, oduzimanja,
mnoZenja 1 deljenja, jos starl Grel su primetili da
duzina dijagonale kvadrata stranice duzine
1 nije racionalan broj, odnosno da jednadina
oblika d?=2 nema reSenje u skupu racionalnih
brojeva.

o Pomenuta jednadina ima reSenje u tkzv. skupu
iracionalnih brojeva. kojl obuhvata brojeve
kao 5to su V2, V3, 17 99, m. e, log3 itd.

o Unija racionalnih 1 iracionalnih brgjeva
obrazuje skup realnih brojeva [R.

ODNOS SKUPA PRIRODNIH, CELIH,
RACIONALNIH, IRACTONALNIH I REALNIH
BROJEVA

R=QuI

REALNA PRAVA

o Svakoj tac¢ki brojevne prave odgovara taéno jedan
realan broj 1 obratne, svakom realnom broju
odgovara tacno jedna tacka brojevne prave.

o U sluéaju predstavljanja realnih brojeva na
brojevnej pravoe], zbog jednoznaéne
korespodencije 1zmedu skupa realnih brojeva 1
tacaka brojevne prave, brojevna prava se naziva
realna prava.

INTERVALI - PODSKUPOVI SKUPA
REALNIH BEROJEVA

ocabeR, a<h
o Otvoren interval:
(a,b)= {x= R : a<x<h}
o Poluotvoren interval sa desne strane:
[a,b) = {x= K : a= x<b}
o Poluzatvoren interval sa desne strane:
(a.b] = {x= R : a<x=b}
o Zatvoren interval ili segment:
[ab]={z=sR:azx=h}
o R =(-u, +x)
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II DEO

4. Merenje i broj
e  Mera na skupu
Jedinica mere
Merenje i merni broj
Standardne merne jedinice - SI sistem mera i izvedene merne jedinice.

5. Pojam i osnovne osobine verovatnoce
e Eksperiment sa slu¢ajnim ishodima. Slucajni dogadaji
e Statisticka definicija verovatnoce
e Matematicka definicija verovatnoce

6. Pojam iizrac¢unavanje verovatnoce
e Klasi¢na definicija verovatnoce
e Uslovne verovatnoce. Nezavisnost dogadaja
e Marginalne verovatnoce. Nezavisnost eksperimenata

7.  Kvantitativno izraZzavanje informacije — Senonova teorija
e Pojam entropije
e Uslovna entropija
e Uzajamna informacija

8. Euklidska geometrija

Savremena euklidska geometrija

Aksiome pripadanja

Aksime rasporeda

Duz, poluprava, poluravan, poluprostor, konveksnost/konkavnost - definicije
Aksiome podudarnosti. Posledice aksioma podudarnosti

9. Euklidska geometrija

Kruznica i krug — definicija

Secica i tangenta — definicija

Aksime neprekidnosti

Aksioma paralelnosti

Paralelnost pravih - definicija

Paralelnost prave i ravni - definicija

Ugao i mnogougao - definicije

Trougao

Cetvorougao (paralelogram, pravougaonik, kvadrat, romb, trapez i deltoid)

10. Euklidska geometrija
e Diedarirogalj - definicije
Prosta poliedarska povrs. Poliedar
Prizma (paralelopiped, kvadar i kocka)
Piramida (tetraedar, ¢etvorostrana piramida)
Pravilni poliedri - klasifikacija
Nerogljasta tela. Obrtna tela (valjak, kupa, lopta)
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MATEMATIEA

.. 4. MERENJE I BROJ

Predavac: mr Tatjana Bajic
-
o

SIGMA-POLJE

= Neka je S neprazan skup, koji moZe biti
konaéan, prebrojiv ili neprebrojiv.

= Klasu podskupova skupa S, u oznaci F,
nazivamo sigma-polje ako zadovoljava
sledece:
1. Skup S pripada klasi F.
2. Ako podskup A skuga S pripada klasi F tada
njegov komplement A™ takode pripada F.
3. Ako niz podskupova Ay, Ay, Az, ... skupa S
pripada klasi F, tada njihova unija takode
pripada klasi F.

POSLEDICE DEFINICIJE SIGMA-POLJA

= Ako je F sigma-polje podskupova skupa 5, tada:
1. Prazan skup pripada sigma-polju F.

2. Ako podskupovi A i B skupa S pripadaju sigma-
polju F, tada njihova unija takode pripada
sigma-polju F.

. Ako niz podskupova Ay, Az, As, ... skupa S
pripada sigma-polju F, tada njihov presek
takode pripada sigma-polju F.

. Ako podskupovi A i B skupa S pripadaju sigma-
polju F, tada njihov presek takode pripada °
sigma-polju F.

DEFINICIJA MERE

0 Neka je 3 neprazan ckup 1 F sigma-polje
podskupova skupa S.
0 Oznadimo sa R: =[0,+)
skup nenegativnih realnih brojeva.
o Funkeij
unkena m:F — Ry
je mera na sigma-polju F podskupova skupa S ako
zadovoljava sledeca svojstva:
1 mi@)=0
2. Akoje A;, A, A; . niz disjunktnih pedskupova i
sipma-polja F, tada ]b
miUA=m (A ) +m(A,)+miAg+....

PARTITIVNI SEUP

0 Na jednom istom skupu moZemo razmatrati
razliéita sigma-polja.

0 Posebno, ako je S neki skup, tada partitivni skup
od 5, u oznaci #(5), je jedno sigma-polje
podskupova skupa 5.

0 Polazed od te cinjenice 1 uzimajuci u obzir cilj
ovog izlaganja, meru na skupu S detaljnije cemo
definicati na odgovarajudéem partitivnom skupu
od S, odnosno na #(S).

MERA NA SEUPU
Neka je P(S) partitivni skup skupa S. Mera na skupu
S je funkcija
m:P(S) =»R;
definisana na P(S) koje zadovoljava sledece uslove:
1. (vA=P(S)) m(A)z0
2. (3A, =P(s)) m(A ) =1
3. (vABeP(S)) (A=B=m(A) =m(B))
4. (7ABeP(S))(AnB=0=mAuB)=m(A)+m{B))
Broj m(A) se naziva merni broj skupa A, A=F(S), °
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JEDINICA MERE

0 Jedinica mere (merna jedinica) neke fizicke
velicine je izabrana veliéina iste vrste, tako da
njen merni broj iznosi 1.

NAZIVI MERNIH JEDINICA

0 Svakoj mernoj jedinici neke fizicke veliéine
pridrufuje ze jedinstven naziv po kome je

FASPOZNAJEmo.
Primeri: e — - T
o Jedinica mere za duinu je jediniéna dus: VeliCina |Nazivi nekih mernih jedinica
0 jedinica mere za maszu je jediniéna masa; duzina pedalj, stopa, arsin, jard, milja, metar
O jedinica mere za zapreminu je jediniéna povriina |dulum, jutro, kvadratni metar
Zapreming, e ) masa funta, kilogram
0 jedinica mere za vreme je jedinicno vreme 1 sl
r 1T
MERNI BROJ.

MERENJE

0 Merenje je uporedjivanje date fizicke veliéine sa
jedinicom mere te velifine.

Primeri:

0 duz se uporeduje sa jediménom duzi;
0 povrs sa jediniénom povrsl;

0 zapremina =a jediniénom Zapreminom;
0 masa £a Jediniénom masom 1 s

PROBLEM IZBORA MERNE JEDINICE

0 Svaka fizicka veliéina se moZe meriti.

0 Rezultat merenja je merni broj veliéine koja ze
meri.

o Merni broj neke fizicke velicine pokazuje
koliko se puta jedinica mere te velifine sadrzi u
fizickoj velidéin koja se meri.

0 U zavisnosti od 1zbora jedinice mere, jedno] te
istoj fizickoj velicini mogu se pridruziti
razliciti merni brojevi.

0 Problemi u ekonomskim odnosima uslovili su da
1960 .god. dode do dogovornog wednadavanja
mernih jedinica na globalnom nivou.

SISTEM MERA

0 Jedinica mere neke fiznicke velidine treba da bude
tako izabrana da ne zavisi od toga ko mer1 1 gde
£& merl.

o Jedinica mere neke fizicke velicine
jednoznacéno odreduje merni broj bilo koje
fizicke velicine te vrste.

0 Skup mernih jedinica svih ocsnovnih fizckih
velidina predstavha sistem mera.

0 Opéteprihvaceni sistem mera sa ujednacenim
mernim jedinicama je metricki sistem 1 naziva
ze Sl-sistem (Sistem International D'Unites).

SI-SISTEM

0 SI-sistem se sastofl od sedam osnovnih mermh
jedinica i dve dopunske.

0 Za merne jedinice Sl-zsistema kazemo da su
standardne merne jedinice.

0 Sve ostale merne jedinice se mogu 1zvestl iz
osnovnih, mnoZenjem ili deljenjem dwve ili vige
njih medjusobno.
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(OSNOVNE MERNE JEDINICE DOPUNSEE MERNE JEDINICE

Naziv merne | Veli¢ina koja se moZe meriti

jedinice tom mernom jedinicom Naziv merne |Veliina koja se moZe meriti
metar duFina jedinice tom mernom jedinicom
kilogram masa radijan ugao u ravni

sekund vreme steradijan ugao u prostoru

amper jafina elektricne energije

kelvin temperatura

kandel jatina svetlosti

mol koli¢ina materije e °

Masa. TEZINA

0 Merna jedinica za merenje mase je 1kg (1kilogram).

0 1 Klogram je masa medjunarcdnog etalona od
iridijuma 1 platine koji ce éuva u Sevru kod Pariza.

o 1 kilogram nije jedinica mere za merenje
tezine!!!

= TeFina je sila kojom gravitacija deluje na masu i
odatle je mema jedinica za merenje teFine jednaka

kg -m/s* =1N,

= Merma jedinica za merenje teZine je 1N (1 njutn),

odnosno 1 kilopond (stara mera).
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Matematika TEORIJA VEROVATNOCA

o U masovmim pojavama, koje poseduju varijabilne
osobine. objektivno je prisutna slucajnost.

o Medutim, pojedini dogadaji se u uslovima neizvesnosti
realizuju sa relativno stabilnom frekvencijom 5to
ukazuje da se prisutna slucajnost moze kvantitativno

5.1 POJAM VEROVATNOCE

» Eksperiment sa sluéajnim ishodima meritl.

» Slucajan dogadaj o Teorija verovatnoca se bavi matematiékom analizom
» Verovatnoéa sluéainos dosadaja sluéajnih pojava i predstavlja teorijsku podlogu

Jmog dog ) Matematickoj statisticl, a poslediéno 1 Primenjenoj
. statisticl kao njenom primenom u resavanju
. konkretnih, realnih problema.
. o U Teoriji verovatnoéa, dogadaji koji se realizuju u
® Predavaé: mr Tatjana Bajié uslovima neizvesnosti sa skoro stabilnom frekvencij

opisuju se pomocu eksperimenta sa slucajnim
ishodima.

EKSPERIMENT - DEFINICLJA

o Definicija 1 Eksperiment je takav proces da
kad se sprovede, dobijeni rezultat je jedna i
samo jedna od vite moguéih njegovih realizacija.

o Eksperimente oznaéavamo malim grékim slovima

o, B,y ...
EESPERIMENT SA SLUCAJNIM o Rezultat eksperimenta nazivamo ishodom.
ISHODIMA. o Skup svih logicki mogucih ishoda nekog
@ SLUCAJAN DOGADAJ eksperimenta obeleZavamo sa S.
o Na primer, u sluéaju konaénog skupa svih
. moguéih ishoda,
® S={erer e} o

PRIMER 1 EKSPERIMENT SA SLUCAJNIM
ISHODIMA

o Eksperiment se sastoji u sluéajnom izboru studenta
1z grupe studenata koji su pelagali 1spit 1z nekog
predmeta 1 kao ishod registruje se da 1i je poloZio ispit

EKSPERIMENT SA SLUCAJNIM ISHODIMA
(SLUCAJNI EESPERIMENT)

o Jedan eksperiment moZe se sprovesti pod razliéitim
uslovima.
+ Na primer, ako bizmo u Primeru 1 sluéajno birali studenta iz

ili ne. ; grupe studenata koji su polozili ispit iz nekog predmeta,
o Pod slucajnim izborom studenta podrazumevamo tada bi ishod unapred bio poznat, odnosno bio bi
takav izbor da svaki student, iz grupe studenata koji su deterministicki: polozio ispit, &to nam nije od znacaja.
polagali ispit. ima podjednaku Zansu da bude izabran. o Odatle, u Teoriji verovatnoéa zanimaju nas
o Na taj naéin su stvoreni uslovi da nemamo nikakvo eksperimenti:
prethodno saznanje o tome da 1i je izabrani student » koji mogu da e ponavljaju proizvoljan broj puta ped skore istim
poloFio ispit ili ne, 3to znaéi da svaki od dva moguca ckolnostima 1 to takvim da dovode do slucajnih ishoda,
ishoda eksperimenta, ,polozio ispit” ili ,nije odnosno ishod pojedinacnog eksperimenta nije unapred

polozio ispit” moze da se realizuje, ali 1 ne mora, pozmat; . . L ) )
prethodno je definisano &ta se registruje kao izhod eksperimenta

odnosno sluéajni su. =t . FEEL =
. . . B pri éemu ze skup svih mogucih ishoda moze unapred
o Poslediéno, dobijen odgovor biée novina, odnosno ° opizati; °

informacija za osobu koja ispituje. o Takve eksperimente nazivamo eksperimenti sa

sluc¢ajnim ishodima ili slu¢ajni eksperimenti.
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SKUP SVIH MOGUCIH SLUCAJNIH ISHODA ZANIMLJIV PRIMER SLUCAJNOG EKSPERIMENTA

o U opisu jednog eksperimenta, pored navodenja uslova, i o . i i B
treba tacno navesti Sta se registruje kao njegov o Primer 3 Dete nasumicno izvlaéi lutku iz neprovidne vrece
ishod. sa lutkama 1stih veliéina 1 oblika. ali razlicitih boja kose:

o Primer 2 Kod sluéajno izabranog studenta, iz grupe plavokosa, ridokosa, smedokosa, crnokosa i crvenokosa.
studenata koji su polagali ispit iz nekog predmeta, © Ako kao ishod eksperimenta registrujemo boju kose lutke
moZemo registrovati: koju je dete sluéajno izvukle, tada skup svih moguéih

» da li je poloZio 1spit 1z tog predmeta ili ne sluéajnih ishoda '.]e
« koju je zavrénu ocenu ostvario na ispitu iz tog predmeta S={plavekosa, ridokosa, smedokosa, crnokosa, cruenokosa}
+ koliko vremenski dugo je polagao icpit, itd. o Uopsteno: Slucajni izbor elementa iz nekog skupa

o Tada, skup svih moguéih sluéajnih ishoda posmatranog predstavlja jedan opsti primer slucajnog eksperimenta,
eksperimenta je + ako ce moZe ponavljati pod skoro istim okolnostima preizvoljan
* uprvem sluéaju S={polozio ispit. nije polozio ispit}. broj _puta; ) ) . ] ) o
« udrugom S={5, 6, 7. 8, 9, 10}, s akoje deﬁms_a:no &ta se registruje kao 1shod kod sluc“a,]no izabranpg
sau trecem, a.k_u je ispi_t na primer trajac maksimalno 90 zﬂe;ta, pri éemu se skup svih mogucih ishoda moZe u.napré

minuta, onda je reé o intervalu 5=[0,90]. + ako unapred nije poznat ishod koji se registruje kod sluéajno
izabranog elementa.

KLASICNI PRIMERI SLUCAJNIH SLUCAJAN DOGADAJ

EESPERIMENTA o Neka je skup svih mogucih ishoda S={es,e:,...,e,} nekog

0 Primer 4 Eksperiment se sastoji u bacanju “fer” novéica slucajnog eksperimenta konaca‘_n skup. o
i kao ichod ze registruje da li je palo pismo ili grb. Tada je o Definicija 2 Podskup skupa svih moguéih ishoda nekog
skup svih moguéih sluéajnih ishoda slucajnog eksperimenta naziva se slucajan dogadaj il

S= {pismo, grh}. krace_samc do _g'ada]. _ )

0 Primer 5 Eksperiment se sastoji u bacanju homogene o Ishodi ey, 1539 ]_ed.noﬁla.l:]:l pqukquﬂ Ey={e,} od S, su
Mgrui kao ishod se registruje broj koji je pao ta'k?&e S.]' ucaL d'c.g.adaj 1koje nazivamo elementarni
Tada je skup svih mogutih shufajnih ishoda ' slucajni dogadaji.

S={1.2.3.4.5. 6} © Na primer, sluéajan dogadaj

Azavrina ocena studenta na ispitu je veca od 7"

0 Napomena: U daljem izlaganju pod pojmom predstavlja podskup A={8.9,10}

eksperimenta podrazumevamo iskljuéivo sluéajni

elsperiment, a skup svih mogucih slucajnih ishoda Sk‘fpa _S‘I-j'h mogu-cjh ishoda S:{“é ’_6= ?*8*&10}_—_
S nazivamo kraée skup svih mogucih ishoda ili skup o Poito je S konacan skup, sluéajm dogadaji
svih ishoda. o odgovarajuceg eksperimenta su elementi partitivnog

skupa od S, u oznaci 2(S).

PRIMERI REALIZACIJE SLUCAJNOG

REALIZACIJA SLUCAJNOG DOGADAJA DOGADAJA

o Neka je A={ei1,___, eik}gS, 1.1 6{1.2,..n}, o Na prj,_ple_r, u Primeru 3, gde je skup svih
proizveljan sluéajan dogadaj. mogucih ishoda S={plavokosa, ridokosa,

. N . smedokosa, crnokosa, ervenokosal,

° ZaajiiozgadaJhﬂ k.a'z d:‘-io g_a S;Oif:hzmrao ako se » dogadaj S={plavokosa, ridokosa, smedokosa, .
realizovao bar Je od1s. Bigeeems By crnokosa, cruenokosal se realizuje ako dete izvuée hilo

o Ishodi g, ..., e, se nazivaju povoljnim ishodima koju lutku, a podto ée dete sigurno izvuéi neku lutku
za do &a- A - iz vreée, onda je skup svih mogudih ishoda S dogadaj

gada) A ; koji se uvek realizuje i odatle naziva se siguran
o Skup svih mogucih ishoda S se uvek dogadayj;

realizuje i zbog toga se 8 naziva siguran dogadaj A={ridokosa, smedokosa} se realizuje ako
dogadaj. dete nasumiéno izvuée ridokosu ii smedokosu lutku;
. - . A a zelenokosu lutku nikad ne moZe izvudi, te dogadaj
o Doga}da_] koji se nikada ne reallzu_]e_, ] kao &to je {zelenokosa} je nemogué dogadaj i
oznaéava se sa () (prazan skup. (7)cS) 1 naziva se o oznafavamo ga jednim simbolom - ). e
nemoguc dogadaj.
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. ©O)
INKLUZIJA DVA SLUCAJNA DOGAI]'AJ}\

o Definiciia 3 Ako svaka realizacija degadaja A implicira
(povlaci) realizaciju dogadaja B, tada dogadaj A
implicira (povlaél) dogadaj B. U tom sluéaju kazemo
da su dogadaji A 1 B u inkluziji £to oznatavamo sa ACB.
0 Ako dogadaj A implicira (povlaéi) dogadaj B, tou
skupovnom smislu znaéi da je A podskup skupa B, &to
oznatavamo sa ACB.
0 Na primer, u Primeru 3, gde je S={plavokesa, ridokosa,
smedokosa, crnokosa, crvenokosal,
» dogada) A={ridokosa, smedokosa} povladi realizaciju
+ dogadaja B={plavokosa, ridokosa, smedokosa}
jer ofigledno je ACB i ako se realizuje dogadaj A. odnosno
dete nasumiéno izvuée ridokosu ili smedokosu lutku iz

neprovodne vrece, to znafi da se istovremeno realizovao i
dogadaj B. o

PRESEK I UNIJA SLUCAJNIH DOGADAJA

o Definiciia 5 Dogadaj koji se realizuje ako se realizuje 1
dogadaj Aidogadaj B je presek dogadaja A i B, u oznaci
AnB ili krace AB.

0 Za presek dogadaja ze éesto kage i proizvod dogadaja.

o Definiciia 6 Dogadaj koji se realizuje ako se realizuje bar
jedan od dogadaja A 1 B je unija dogadaja A i B, u oznaci
AUB.

0 Na primer, u Primeru 3, gde je S={plavokosa, ridokosa,
smedokosa, crnokosa, crvenokosay,
= dogada) C=fridokosa, smedokosa} je presek. a
+ dogada) D={plavokosa, ridokosa, smedokosa, crnokosa) Je unija
dogadaja A={plavokosa, ridokosa, smedokosa} i dogadaja
B={ridokosa, smedokosa, crnokosa}. °

POTPUNO RAZLAGANJE SIGURNOG
DOGADAJA

o Definiciia 8 Niz dogadaja A, =12, ,m, nekog eksperimenta
sa skupom mogucih ishoda putpuno razlaze siguran
dogadaj 3, u oznaci

SSAUA L L UA)

ako vazi:

1. Zasvakoj=12..m, A=@.

2. DDgaia_]lAi .., s& uzajamno iskljuéuwu, odnosno ANA=Q 2
a svako ).

3. Siguran dogadaj S se moZe predstaviti Eao unija niza dagaﬂ:a]aﬂi
1=1,2,...;m, odnosno S=A,UAL ... UA_.
o Posebno, elementarni dogadaji E,={e,} nekog eksperimenta =a
skupom mogucih ishoda S={es.e:.....e,} uvek potpuno r:
siguran dogadaj 5.

Il deo predavanja iz MATEMATIKE
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SUPROTAN DOGADAJ

o Definicija 4 Dogadaj A koji se realizuje ako i
samo ako se dogadaj A ne realizuje jeste
komplement dogadaja A koga nazivamo
suprotan dogadaj dogadaju A.

o Suprotan dogadaj A dogadaju A je takav podskup
skupa svih moguéih ishoda 3 koji sadr#i sve one
ishode koji ne pripadaju skupu A, odnosno
A= A1 AUA=S.

o Na primer, suprotan dogada] dogadaju
A={ridokosa, smedokosa} u Primeru 3, gde je
S={plavokosa, ridokosa, snedokosa, crnokosa,
crvenokosa}, je dogadaj

ﬁF{p lavokosa, crnokosa, crvenokosa}. o

DISJUNKTNI SLUCAJNI DOGADAJI@

o Definicija 7 Dva dogadaja A 1 B nekog eksperimenta se
uzajammno iskljucuju ako ne mogu istovremeno da se
realizuju.

0 U skupovnom smisla to znaéi da su A1 B disjunktni
podskupovi skupa svih mozucih isheda S, odnosno ANB=(,
1 zbog toga se nazivaju 1 disjunkini dogadaji.

0 Na primer, u Primeru 3, gde je S={plavokosa, ridokosa,
smedokosa, crnokosa, crvenokosal,

+ dogadaji A={ridokosa, smedokosa} 1 B={plavokosa, crnokosa} se
uzajamno iskljuduju jer se ne mogu istovremeno realizovatl.

= posebno, dogadaj A={ridokosn, smedokosa} 1 njemu suprotan
dogadaj A={plavokosa, crnokosa, cruenckosal se takode uzajamno
iskTjucuju.

0 Medutim, za razliku od dogadaja A i B, gde AUB?S, za °
dogadaje A1 A dodatne vaz AUA=S.

o Primer 6 Neka je B eksperiment u kome dete nasumice izvlaéi
lutku iz neprovidne vrece u kojoj je 20 lutaka:

2 plavokose, . 4 smedokose, 3 ecrnokosihi6
ervenckosih.

0 Ako lutke iste boje kose razlikujemo po boji haljinice koju nosi,
a kao ishod eksperimenta registrujemo boju kose i boju
haljinice izrufene lutke, tada, skup mogudih ishoda
eksperimenta B ima ukupno 20 ishoda, na primer,

S; ={plavokosa u beloj haljinici, plavokosa u roze haljinict,

, smedokosa u beloj haljinici, smedokosa u
crvena haliinict, smedokosa u roze haliinict, smedokosa u Zutoj
haljinici, crnokosa u beloy haljinici, crnokosa u crvenay
haljinict, crnokosa u roze haljinier, ernokosa u Zutoy haljinier,
crnokosa u plavoj }m{imm crvenokosa u beloy haljiniet,
crvenokosa u Futo] haljinici, crvenokosa u roze haljinici,
crvenckosa u crnof halpnict, crvenokesa u plavey haljtnici, o
cruenskosa u zelenaj haljinict}.
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0 Tada su sledeci dogadaji,
+ Plavokosa = {plavokosa sa belom haljinicom, plavokosa sa roze
haljinicom}
. = {ridokosa u zelenoj haljinici, ridokosa u Zutoj halfinici,
ridokosa u cruenoj haljinici}
Smedokosa = {smedokosa u beloj haljinici, smedokosa u crvenoj
haljinici, smedokosa u roze haljinici, smedokosa u Zutoj haljinici}
Crnokosa = {crnokosa u beloj haljinici, crnokosa u crvenagj haljinici,
crnokosa u roze haljinici, crnokosa u Zutof haljinici, crnokosa u plavoj
halfinici}
Crvenokoza = {crvenokosa u beloj haljinici, cruenokosa u Sutoj
haljfinici, crvenokosa u roze halfinici, crvenokesa u crnoj halfinici,
crvenokosa u plavoj haljinici, crvenokosa u zelenoj haljinici}
takvi da je
Sy= Plavokosa u

s

[

®

u Smedokosa U Crnokosa u
Crvenokosa

odnosno potpunoe razlazu siguran dogadaj 5 o

VEROVATNOCA REALIZACIJE
@ SLUCAINOG DOGADAJA

PONAVLJANJE EKSPERIMENTA

o U teoriji verovatnoda, dogadaje koji se u uslovima
neizvesnosti realizuju sa relativao stabilnom
frekvencijom opisujemo pomocu eksperimenta sa
sluéajnim ishodima_

o Odatle, u clju odredivanja verovatnoce realizacije
nekog sluéajnog dogadaja, prvo je potrebno definisati
odgovarajudl eksperiment sa slucajnim ishodima.

0 Eksperiment sa sluéajnim ishodima moze se
ponavljati pod skoro istim uslovima
neocgranicen broj puta tako da u svakom
ponavljanju mozemo registrovati da li se
posmatrani dogadaj realizovao ili ne.

0 T vezi sa tim uvode se pojmovi apsolutne i

relativne frekvencije (realizacije) sluéajnog o

dogadaja.

Il deo predavanja iz MATEMATIKE
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S
DOGADAJ I NJEMU SUPROTAN DOGABD!

o Posebno, dogadaj 1 njemu suprotan dogadaj
uvek potpuno razlazu siguran dogadaj
posmatranog eksperimenta.

o Na primer, u Primeru 6.

+ Plavokosa = {plavokosa sa belom haljinicom, plavokasa
sa roze haljinicom} 1
+ njemu suprotan dogada) Neplavokosa:SF\Plavokosa
takode potpuno razlazu siguran dogadaj 3;, odnosno
Sp = Plavokosa U Neplavokosa.

VEROVATNOCA REALIZACIJE SLUCAJNOG
DOGADAJA — INTUITIVNI PRILAZ

o Buduéi da se pojedini dogadaji u masovnim
pojavama realizuju sa relativno stabilnom
frekvencijom otvara se moguénost
kvantitativnog merenja slu¢ajnosti.

o Numericka mera 3anse da se neki dogadaj
realizuje u postojeéim uslovima neizvesnosti
naziva se verovatnoca realizacije slucajnog
dogadaja.

o Verovatnocu realizacije slucajnog dogadaja
krace nazivamo verovatnoca sluéajnog
dogadaja ili samo verovatnoca dogadaja. @

APSOLUTNA I RELATIVNA FREEVENCIJA
(REALIZACIJE) SLUCAJNOG DOGADAJA

0 Neka je A 3 sluéajan dogadaj nekog eksperimenta a.

0 Pretpostavimo da se u neizmenjenim uslovima, eksperiment
o ponavio N puta i da se pri tome dogadaj A realizovac N(A)
puta, 0 = N(A) =N.

© Broj N(A) =e naziva apsolutna frekvencija dogadaja A, a
broj N(AYN je relativna frekvencija dogadaja A

o Pretpostavimo u Primeru 3 da dete N=100 puta nasumice,
sa vracanjem. izvlafi lutku iz neprovidne vrede u kojoj je 5
lutaka istih veli¢ina i oblika, ali razlicitih boja kose. Ako dete
N(E,)=21 put izvuée plavokosu lutku u 100 izvlaéenja, tada
kazemo da je 21 apsolutna frekvencija, a 21/100=0.21
relativna frekvencija realizacije elementarnog dogadaja
EP ={plavokosa}: “Dete je izvuklo plavokosu lutku iz vreée”e
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ZAKON VELIKIH BROJEVA. STATISTICKA
DEFINICIJA VEROVATNOCE

o Zakon velikih brojeva: Ako se uveéava broj N
ponavljanja nekog eksperimenta, koji se sprovode
nezavisno jedan od drugog i pod istim uslovima, tada se
relativna frekvencija N(A)/N bilo kog dogadaja A
posmatranog eksperimenta grupife oko odredene
vrednostl

Statisticka definicija verovatnoce

o Vrednost oko koje se grupise relativna frekvencija
N(A)/N dogadaja A, kada se broj N ponavljanja
odgovarajuéeg eksperimenta neograniceno uvecava,
predstavlja verovatnocu realizacije dogadaja A

o Verovatnoéu realizacije nekog dogadaja A cz:nacavs.celo
sa P(A).

VEROVATNOCA SIGURNOG I NEMOGUCEG
DOGADAJA

o Neka je S={es,e:,.._.e,}, skup svih moguéih ishoda
nekog eksperimenta.

e Siguran dogadaj S. kao dogadaj koji se uvek
realizuje, ima verovatnodu realizacije P(S)=1,
odnosno 100%, i to je najveéa vrednost verovatnode
realizacije nekog sluéajnog dogadaja.

o Nemoguc dogadaj @, kao dogadaj koji se nikad ne
realizuje, ima verovatnoéu realizacije P(@)=0,
odnosno 0%, i to je najmanja vrednost verovatnode
realizacije nekog sluéajnog dogadaja.

o Odatle, 0 = P(A) = 1, odnosno 0% = P(A)100% <
100% za bilo koji sluéajan dogadaj AC S. °

VEROVATNOCA UNLJE DVA DOGADAJA
EKOJI NISU UZAJAMNO ISKLJUCIVI

o Neka su A1 B dva dogadaja koji nisu uzajamno
1skljuéivi, odnosno AMNB # @.

o Tada P(AB)=0.

o Dogadaj AUB se realizuje ako se realizuje
dogadaj A ili dogadaj B, te je verovatnoéa
dogadaja AUB jednaka zbiru verovatnoéa
dogadaja A 1B umanjena za zajednicku
verovatnocu, odnosno

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AB).

QLD o

ODREDIVANJE VEROVATNOCE DOGADAJA

0 U primeni, ako se neli eksperiment pod istim okolnostima
ponovi N puta, gde je N dovoljno veliki broj, tada se za
verovatnocu realizacije sluc¢ajnog dogadaja A uzima relativna
frelvencija posmatranog dogadaja A odnosno

PiA) = N(AYN.

0 Uzimajuci u obzir da je N konacan broj, relativna frelvencija
N(AWN dogadaja A zaprave predstavlja aproksimaciju prave
(teorijske) vrednosti verovatnoce P(A).

0 1T prethodnoj verziji Primera 3:

= Relativea frekvencija elementarnog dogadaja E —{plavn}msa} “Dete
je 1zvuklo plavokosu lutku 1z vreds” iznosl 21/10% =5 0

»  Medurim, kada bismo broj ponavljanja eksperimenta N uvecavali,
dobili bismo da se relativna frekvencija dogadaja E, grupise oko
vrednosti 0.20, &to odgavara éinjenici da svaka od 5 lutaka ima
podjednaku 2ansu da bude izvuéena Odatle, za verovatnocu °
dngadaja E_ uzimamo vrednost P(E )=0.20=1/6=20%.

ZAJEDNICKA VEROVATNOCA

o Neka su A i B dva sluéajna dogadaja nekog
eksperimenta.
o Vermmtry)éa preseka dogadaja A i B zove se
zajednicka verovatnoca i oznaéava se sa
P(ANB) ili P(AB).
o Postoje dve moguénosti:
1. Akoje ANB #@ . odnosno A i B nisu uzajamno
iskljuéivi dogadaji, tada P(AB)=0.
2. U suprotnom, ako su A1 B uzajamno iskljuéivi
dogadaji (disjunktni dogadaji), odnosno ANB =
@. tada P(AB)=0. e

VEROVATNOCA UNLJE DVA UZAJAMNO
ISKLJUCIVA DOGADAJA

o Ako su A1B dva dogadaja koja se uzajamno
iskljuéuju, odnosno ANB=@), tada A1 B se ne
mogu istovremeno realizovati 1 P(AB)=0.

o Odatle, dogadaj AUB se realizuje ako se realizuje
ili dogadaj A ili dogadaj B, te je verovatnoéa
dogadaja AUB jednaka zbiru verovatnoca
dogadaja A1B,

P(AUB)=P(A)+P(B).
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ODNOS VEROVATNOCA DOGADAJA KOJI
SU U INELUZIJI

o Ako dogadaj A povladi dogadaj B, ACB, nekog
eksperimenta sa skupom moguéih ishoda 3, tada
dogada] B se moZe predstaviti kao

B=AUWANB)
pri éemu su dogadaji A i ANB disjunktni jer
AUA=S.
o Posto je AN(ANB)=(), neposredno sledi
P(B)=P(A)+P(AMB).
o Kako je P(AnB)=0, dobijamo da je P(A)<P(B).

)

VEROVATNOCA SUPROTNOG DOGADAJA

o UopSteno, ako niz dogadaja A] =12, m nekog
eksperimenta potpuno razlaZe siguran dogadaj S,
odnosno S=A, UA, U.... UA  tada vazi

PA) +P(A) +..+P(A ) = 1.

o Posebno, slu¢ajan dogadaj A i njemu suprotan
dogadaj A nekog eksperimenta potpuno razlazu
siguran dogada) S, odnosno AUA=S.

o Odatle, ako je P(A) verovatnoéa realizacije
sluéajnog dogadaja ACS, tada je verovatnoca
realizacije njemu suprotnog dogadaja AcS,

P(A) =P(8"\A)=P(3) - P(A)=1-P(A),
jer P(A+P(A)=1.

aa

DEFINICIJA 9.2
PROSTOR VEROVATNOCA EKSPERIMENTA SA
KONACNO MNOGO ISHODA

o Neka je 8={e.,ez,....e,}. skup svih moguéih ishoda nekog
eksperimenta 1 2(S) partitivni skup skupa S.
o Funkcija P definisana na 2(3),
P:2(3) —R,=[0,+x),
naziva se verovatnosna mera ili verovatnoea ako vazi’
1 Zasvaki dogadaj A iz 2(S), P(A) = 0. (nenegativnost)
P(5)=1. (normiranost)
%,]:a% ;3,.5, A, . niz uzajamno iskljuéivih dogadaja iz
PUA)=PA)+PAPA ..

o Trojka (S, 2(3), P) naziva se prostor verovatnoca ili

verovatnosni model eksperimenta sa konatno mno
ishoda.

[t]

f
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DEFINICIJA 9.1

Il deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

ZBIR VEROVATNOCA ELEMENTARNIH DOGADAJA

o Neka je S={ei e:,___e.} skup svih mogucih ishoda
nekog eksperimenta.

o Ako sa E;={e;}, j=L.2.....n, ozna¢imo elementarne
sluéajne dogadaje, tada E;, j=1,2.....n, kao
uzajmno iskljuéivi dogadaji, potpuno razlazu
siguran dogadaj S, odnosno

S=EUEU. . UE,

o Ddatle,

P(3) = P(E+P(Eg)+.. +P(Ey)

o Kako uvek vazi P(3) =1,
neposredno sledi da je

P(E)+P(E)+..+P(E )=1.

MATEMATICKA DEFINICIJA VEROVATNOCE -
EKSPERIMENT SA KONACNO MNOGO ISHODA

o Neka je S={e:.ex....e }. skup svih mogucih ishoda
eksperimenta a 1 #(3) partitivni skup skupa S.

o Ako sa P(Ej), j=1.2,....n, oznaéimo verovatnoce
elementarnih dogadaja E;={e;}. j=1.2.....n,
eksperimenta «, tako da:

L Zasvako)=12 __n P(E) = 0 (nenegativnost);
2. P(E)+P(Ey+...+P(E,)=1 (normiranost).
tada verovatnocu proizvoljnog dogadaja
A:{eii.....eik}, 1=3,<...<i=n, 1z A(S) defimisemo kao
zhir verovatnocéa elementarnih dogadaja povoljnih za
dogadaj A t).
P{A)= P{E51)+...+P(Eik}_ o

OSNOVNA SVOJSTVA VEROVATNOCE -

REZIME

o Neka je (S, AS), P) prostor verovatnoca

eksperimenta sa konacno mnogo ishoda. Tada:

Verovatnoca sigurnog dogadaja S je P(S)=1.

Verovatnoéa nemoguéeg dogadaja @ je P(@)=0.

Za svaki dogadaj Aiz A(S) vazi: 0= P(A) = 1.

Za svaki dogadaj A iz (S) vazi: P(A) =1 - P(A).

5. Akoje ANB = @). za neke dogadaje A1B 1z 2(8),
tada je P(AUB)=P(A)+P(B).

6. Akoje AMNB # @, za neke dogadaje A1 B 1z 2(3),
onda je P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AB).

7. Akoje ACB, za neke dogadaje AiB iz 2(8), ondao
Jje P(A)=P(B).

Ll L
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Matematika

5.2 POJAM VEROVATNOCE

» Klasiena definicija verovatnoce
» Uslovne verovatnoce

» Zajednicka verovatnoca

» Nezavisnost dogadaja

. » Marginalne verovatnoce

» Nezavisnost eksperimenata

Predavac: mr Tatjana Bajic

UOBICAJNI PRIMERI EKSPERIMENTA SA
JEDNAKOVEROVATNIM ISHODIMA
o Ako bacamo “fer” novéié 1 registrujemo da li je palo pismo
ili grb, tada je skup moguéih ishoda S={pismo, grb} i
ponavljanjem eksperimenta moZe se proveriti da je
P({pismo})=P({grb})=1/2.
o Ako bacamo “homogenu” kocku za igru i registrujemo broj
koji je pao, tada je skup moguéih ishoda S ={1,2,3,4,5,6} 1
takode ponavljanjem eksperimenta moZe se proveritl da je
P(E.)=1/6.%k=1,2.3,45,6,
gde Je E.={k} dogada] da Je pao broj k, k=1.2.3.4,5.6.
= Tada, verovatnoca realizacije sluéajnog dogadaja
A:“pao je broj vedi od 27, odnosno sluéajnog dogadaja

A={3,4,5,6} e °

P(A)=card(A)/card(S)=4/6=2/3=0,666...-66%.

PRIMER 7 OBJASNJENJE

o Naime, ako bi lutke iste boje kose razlikovali
medusobno, na primer po boji haljinice koju nose
kao u Primeru 6, pri éemu su haljinice 1stog modela,
onda bi skup mogucéih ishoda S, “pozadinskog”
eksperimenta f§ imao 20 jednakoverovatnih
isheda, jer svaka od 20 lutaka ima istu
verovatnocu da bude izvucéena 1/20.

o Tada,

+ broj povoljnih jednakoverovatnih ishoda za
elementarne dogadaje {plavokosa}, {ridokosa},
{smedokosa}, {crnokosal, {crvenokosal eksperimenta a

odgovara

+ broju elemenata odgovarajucih sluéajnih dogadaja
Plavokoza, Ridokosa, Smedokosa, Crnokosa, Crvenokosa
eksperimenta .
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Il deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

KLASICNA DEFINICIJA VEROVATNOCE

o U odredenim situacijama za ishode € €3.7=1....n, nekog
eksperimenta a moZemo unapred smatrati da su
podjednako moguéi, odnosno da su jednakoverovatni tj.
da za Ej={e;}, j=1.2.....n, vaii

P(E,)=P(E,)=..=P(E,) =1/n.

o Tada za ekspreriment a kaZzemo da je eksperiment sa
jednakoverovatnim ishodima.

o Ako je S={e:.e:,__ e} skup svih moguéih ishoda nekog
eksperimenta a sa jednakoverovatmim ishodima 1

A={e, ... 8 }C8
proizvoljan sluéajan dogadaj posmatranog eksperimenta,
gde je k=n(A). 0= k=n. broj povoljnih i1shoda za dogadald.
tada verovatnoca realizacije dogadaja A je

P(A)=P(E;)+..+P(E; )=1/n +..+ I/n=k/n= card(A)/card(S).

PRIMER 7
PRIMENA KELASICNE DEFINICLJE VEROVATNOCE
o o Dete nasumiéno izvlad lutku iz neprovidne vrece u kojoj su
lutke istih veli¢ina 1 oblika, ali razli¢itih boja kose.
0 Ako kao ishod registrujemo boju kose izvucene lutke, tada,
bez obzira na broj lutaka iste boje kose u vredi,
S,=iplavokosa, ridokosa, smedokosa, ernokosa, crvenokosaj.
0 Medutim,

1. ako je u vredi 5 lutaka i to 1 plavokesa, 1 ridokosa, 1 smedokosa, 1
crnokosa 1 1 cruenokosa, tada je

P{{plavokosa})= P({ridokosa})= P({smedokosa}= P({crnokosa})=
Pi{crvenokosa))y=1/5, 7). ichodi su jednakoverovaini.

2. ako je u vreci 20 lutaka i to 2 plavokose, 3 ridokose, 4 smedokose, 5
crnokosih 16 crvenokosih, tada ne moZemo smairatl da su 1chodi
plavokosa, ridokosa, smedokosa, crnokosa L crvenokosa
jednakoverovatmn, ali odredivanje verovainoca ichoda takode se o
zasmva na klasicnoj definiciji verovatnoca.

PRIMER 7 [ZRACUNAVANJE VEROVATNOCA
o 0d ukupno n=20 lutaka u neprovidnoj vreci, imamo
ni{plavokosa})=card(Plavokosa)=2 plavokoze
ni{ridokosa})=card(Ridokosa)=3 ridokose
ni{smedokosa})=card(Smedokosa)=4 smedokose
nifcrnokosal)= card(Crpokosa)=>5 crnokosih
nifcrvenokosa})= card(Crvenckosa)=6 crvenokoszih.
o Odatle, na osnovu klasi¢ne definicije verovatnoce

dobijamo:

* P ({plavokosa}) = Pp(Plavokesa) = 2/20=10"

* P ({ridekosa}) = Py(Ridokosa) = 3/20=15%

+ P ({smedokosa}) = Pﬁ{SmedokOSﬂ} = 4/20=20%

* P ({crnokosa}) = Py(Crnokosa) = 5/20=25%

* P.({crvenokosa}) = Py(Crvenokosa) = 6/20=30%.
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PRIMER 7 NAPOMENA

o Buduéi da suu Primeru 7, a i dva
eksperimenta sa razliéitim skupovima moguéih
ishoda S, 1 SF 1 odatle sa razli¢itim
odgovarajucim partitivnim skupovima 2(S,) i
P(Sp). na osnovu matematicke definicije
verovatnoce sledi da je verovatnoéa u sluéaju

* eksperimenta o, funkeija P_:P(5)) — R,=[0.+=). a
¢ eksperimenta [, funkcya Pp: 2 (Sp) — R,=[0,+=),
¢tije vrednosti se poklapaju na prethodno
navedenim dogadajima.

PRIMER 8 POSTAVEKA PROBLEMA

o Eksperiment « se sastoji u sluéajnom izboru
studenta iz grupe studenata, koji su polagali ispit iz
Informatike u jednom ispitnom roku, i registruje se
zavrina ocena koju je student ostvario na pomenutom
ispitu iz Informatike.

o Skup svih moguéih ishoda, odnosno siguran dogadaj je

5,={5,6,7.8,9,10}.

o Oznadimo sa {k+4}: “Student je dobio ocenu k+4.7,
k=1.23,4,5.6, elementarne dogadaje eksperimenta a.

o Interesuje nas verovatnoéa dogadaja A={8,9,10},

AsSlucajno izabrani student iz grupe studenata
koji su polagali ispit iz Informatike u posmatr
ispitnom roku dobio je ocenu vecu od 7.”

PRIMER 8 GENERISANJE PODATAEA

o Registrovanjem vrednosti varijable Ocena na skupu od
n=122 studenta. koji su pelagali ispit 1z Informatike u
odredenom ispitnom roku, dobili smo sledete rezultate:

o Prilikom sprovodenja
eksperimenta a svaki od 122
studenta ima poedjednaku Sansy
da bude izabran (1/122), 1 odatle
svaka od 122 ocene 1ma istu

£ | % ]
31 25%

27%

o 0% tnotu da bud

i verovatnotu ude
Lo S registrovana (1/122).
6 5%

o Poslediéno, relativne
frekvencije vrednosti varijable
Ocena predstavljaju

verovatnoce realizacija o

0 1 1%

Uku

Tupno

ishoda eksperimenta a.
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Il deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

UOPSTENO - EKSPERIMENTI SA
NEJEDNAKOVERATNIM ISHODIMA

o U praksi, kod eksperimenta sa
nejednakoverovatnim ishodima e; ne uvodimo
posebno “pozadinski” eksperiment. veé direkino
odredujemo

+ ukupan bro) n jednakoverovatmh ichoda 1

* broj n({e;}) povoljnih jednakovercvatnih ishoda za
svaki elementarni dogadaj {e;} (odnosno ishod &;)
posmatranog eksperimenta.

o Tada P({e;})= n({e;})/n, cdnosno

broj povoljnik jednakoverovarnih izhoda za dogada) {e;}
ukupan broj jednakoverovatnib ishoda

Plled) =

PRIMER 8 SPROVODENJE ISTRAZIVANJA

o Rezenje je P(A)=P({S})+P({9})+P({10}). ali verovatnoce
ishoda eksper].menta «a nisu poznate, 1 odatle vrednost
P(A) ne moZemo odrediti.

o Kako studenta sluéajno biramo iz grupe studenata keji
su polagali 1spit 1z Informatike u odredenom
ispitnom roku, da bisme odredili verovatnoce ishoda
eksperimenta «, dovoljno je sprovestl istrazivanje o
rezultatima ispita iz Informatike nad svim studentima
koji su polagali 1spit u posmatranom ispitnom roku.

o U tom cilju definisemo prekidnu varijablu (obelezje)
Ocena, ¢ije vrednosti 5, 6, 7, 8, 91 10 odgovaraju
moguéim ishodima eksperimenta a, iistrazivanje
sprovedemo nad svim studentima koji su polagali is°
1z Informatike u posmatranem ispitnom roku.

PRIMER 8 — IZRACUNAVANJE VEROVATNOCA

o Odatle, verovatnoce
realizacija ishoda
lelementarnih
dogadaja eksperimenta
o respektivno 1znose:

« P({5)=31/122=25%
+ P({6}))=33122=27%
» P({TH=37M122=30%
« P({81=14/122=11%
» P({9)=6/122=5"%

« P({10h)=1/122=1"%.

@ Naime, u skupu od n=122
registrovane ocene,
* pcena J registrovana je 31

put, tj. ne{%l}) =31

+ ocena b registrovana je 33

puta, ‘lu n[{ﬁ}) 33

* ocena 7 registrovana je 37
puta, tj. n({7})=37

* pcena 8 registrovana je 14
puta, tj. n(§8})=14

» pcena 9 registrovana je 6
Pt (35

rovana je 1
pu.t 1. n[{l%wt

0 Finalno, P{A]:P({S})+P({9})+P[{10}]:11%+5%+1°u:17"n_°
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NAPOMENA U VEZI PRIMERA 8§

o Medutim, P(A)=17% predstavlja pravu
vrednost verovatnoce realizacije dogadaja A
eksperimenta a kada su u pitanju
registrovani podaci iz posmatranog ispitnog
roka il iz bilo kog drugog ispitnog roka koji ima
istu raspodelu relativnih frekvencija

registrovanih ocena iz Informatike, ali ne i u USLOVNE VEROVATNOCE
opstem slucaju!

o Naime, u nekom drugom ispitnom roku . VEROVATNOCA PRESEEA DOGADAJA —
mozZemo dobitl drugaciju raspodelu relativnih ZAJEDNICKA VEROVATNOCA.
frekvencija registrovanih ocena iz Informatike,

1 odatle verovatnoéa realizacije dogadaja A moze - .
uzetl 1 neku drugu vrednost. o ® NEZAVISNOST DOGADAJA

USLOVNA VEROVATNOCA - DEFINICIJA
o Slufajni dogadaji mogu se realizovati jedan za drugim, na
primer, od 7 lutaka koje _sovore™, 3 su neispravne:
* Sluéamo hiramo 2 lurke, jednu pa drugu ez vracanja® 1 regisirujemo

ODREDIVANJE USLOVNE VEROVATNOCE

o Pretpostavimo da je
+ =0 broj povoljnih ishoda za dogadaj A a

izpravnost lutke. 0 broj Jjnih ishoda k dogadaj A1 B
. . - y - - - + 1m0 broj povol ishoda za prese! Za 1B,
hr‘_s}ku oz}?z?_mn n ng}S]:irax:‘n;: a i-ispravna lutka, tada S={nn, m, in, odnosno za dogadaj ANB=AB, m <k <n

» gde je n ukupan broj svih mogudih jednakoverovatnih
izhoda posmatranog eksperimenta.

o Tada. na osnovu klasiéne definicije verovatnoce.

* Pozmatramo dogadaje D, ={nn, mi}*Proa izvucena lutka je
neispravng.1 D,={nn, in}“Druga izvudena lutka je neispravnag©

0 Otvara se pitanje uticaja realizacije jednog od njih (na primer

D,) na verovatnocu realizacije drugog dogadaja (D.). P(B|A) = m'k = (m/n)/(k/n) = P(AB)/P(A)
o0 U tom cilju uvode se pojmovi uslovne verovatnoce. jer P(A) =Ek/n i P(AB) =m/n.
0 Neka su A1 B dva slu¢ajna dogadaja nekog eksperimenta tako o Odatle, P(B|A) = P(AB)/P(A).
da P(A)=0. o Analogno, P(A | B) = P(AB)/P(B).
o Definicija 10 Uslovna verovatnoca dogadaja B pod usly; o Posebno, ako je ANB=@), P(A)=0
dogadaja A, u oznaci P(B|A), je verovatnoca realizacije a i P(B)=0. tada P(B | A) = P(A|B)=0. -

dogadaja B pod pretpostavkom da e dogadaj A realizovao.

PRIMER 9: [ZRACUNAVANJE USLOVNE PRIMER 9: PRIMENA KLASICNE

VEROVATNOCE DEFINICIJE VEROVATNOCA

o Vratimo se na primer u kome sluéajno biramo 2 0 Ako bismo svih 7 lutaka medusobno razlikovali, tada
lutke, jednu pa drugu . bez vracanja®, iz vrece u bismo imali ukupne 7x6=42 jednakoverovatna
kojoj je 7 lutaka koje ,govore” 1 od kojih su 3 ishoda.
neispravne. 0 Kako je D, N D, =D, D, ={nn} i D,={ni. nn}, a broj

o Ako je poznato da je prvi put izvuéena povoljnih jednakoverovatnih ishoda za dogadaj

= {nn}je 3x2=6, a za dogadaj

neispravna lutka, interesuje nas L
= {ni} je 3z4=12,

verovatnoca dogadaja da ce i drugi put biti

izvuéena neispravna lutka. neposredno dobijamo da je .
o Uzimajuéi u obzir oznake: n-neispravna lutka, i- ) PO,Dy) B P(inn}) = 6/42 = 1/T1
ispravna lutka, imamo da je S={nn, ni, in, ii}. P(Dy)=P({ni,nnh=P({ni}+P({nn})
o Definifemao: = (12/42)+(6/42) =18/42= 37 = P({n}).
« Dy={nn, ni}:"Prua izvucena lutha je neispravna.” 0 Odatle, na osnovu definicije uslovne verovatnoce
+ D,={nn in}:"Druga izvudena lutka je neispravna ® o PD, | D,) =P(D,D)WPD=(UTH(IT=1/3. o

13
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PRIMER 9: POMOCU STABLA ISHODA

o Jednostavnije
razmatranje: Bududi da
smo u prvom izvlaéenju
od 7 lutkl 1zvukh
neispravnu lutku, u
vred je ostalo 6 lutaka
od kojih su 2 neispravne,
Eto znaéi da uslovna
verovatnoca dogadaja D,
pod uslovom dogadaja
D, 1znosi

CraBno Mexona
Nocne npear MNocne apyror

HABNAYeHa HIBNaYeHea

-]
Nl
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VEROVATNOCA PRESEKA DOGADAJA —
ZAJEDNICKA VEROVATNOCA

o Neka su A 1B dva sluéajna dogadaja nekog
eksperimenta takva da P(A)=01 P(B)=0.

o Uzimajuéi u obzir definiciju uslovne verovatnoée,
za verovatnotu preseka dogadaja A i B.
odnosno za zajednic¢ku verovatnocu dogadaja
AiBvai

P(AB)=P(B)P(A|B)
kao1
P(AB)=P(A)P(B | A)
odnosno
P(AB)=P(B)P(A|B)=P(A)P(B|A).

NEZAVISNOST SLUCAJNIH DOGADAJA

o Dva sluéajna dogadaja A i B nekog eksperimenta su
nezavisna ako realizacija jednog od njih ne utiée na
verovatnoéu realizacije drugog, 5to izrazavamo sa

P(A|B)=P(A) ili P(B | A)= P(B).

o Buduéi da je za P(A)=0 1 P(B)=0,

P(A|B)P(B) = P(AB) = P(A)P(B | A)
neposredno sledi da ako je dogadaj A nezavisan od
dogadaja B. onda je 1 dogadaj B nezavisan od
dogadaja A

o Definicija 11 Dwa sluéajna dogadaja A1 B su
nezavisna (stohasticki nezavisna) ako vazi
P(AB)=P(A)-P(B). Za dogadaje kojil nisu nezavisni,
kazemo da su zavisni.

P(D, | Dy) =2/6=1/3. e
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PRIMER 10: IZRACUNAVANJE USLOVNE
VEROVATNOCE
o U Primeru 8, eksperiment a se sastojac u slucajnom
izboru studenta iz grupe od 122 studenta, koji su
polagali ispit iz Informatike u jednom ispitnom roku, i kao
ishod se registrovala zavrina ocena koju je student
ostvario na pomenutom ispitu iz Informatike.
o Razmatramo dogadaje
+ A={8 910} Sluéajno izabrani student je dobio ocenu vedu od 7.
+ B={6,7,8,9}: . Slucajno izabrani siudent je polozio ispit 1 dobio
ocenu manju od10.
o Kako je ANB=AB={8,9} i bududi da je P(A)=21/122,
P(B)=90/122 1 P(AB)=20/122, dobijamo
P(A| B) = P(AB)/P(B)=(20/122)/(90/122)=20/90 = 22% 1
P(B|A) = P(ABYP(A)=(20/122)/(21/122)=20/21 = 95"}0

PRIMER 11: IZRACUNAVANJE ZAJEDNICEE
VEROVATNOCE POMOCU STABLA ISHODA

0 U Primeru 9, verovatnoce

Crafing exoga
ishoda posmatranog

Mlocne npeor  Mocae Apyror eksperimenta se dobijaju kao
WIBNAYEHA Hagnadersa zajednigke verovatnode
odgovarajucih dogadaja.
- 0 Na primer, verovatnoda
ichoda {nn} je zajednitka

verovatnoda dogadaja
« D,=fnn, ni}-“Prua izvudena
lutka je neispravna.”
+ D,={nn, in}“Druga izvudena
lutka je neispravna.
jer D; N D,=D,D, ={nn}.

P{nn})=P(D,D;)= P(D)xP(Dy | Dy)=(3/T)x(2/6)=1/7.

KN
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ZAVISNI DOGADAJI

o Dva sluéajna dogadaja A 1 B su zavisna ako realizacija
jednog od njih utiée na verovatnoéu realizacije drugog,
Sto izrazavamo sa

PA|B)#P(4A) ili P(B|A) # P(B).
odnosno sa P(AB) # P(A)-P(B).

o Na primer, u Primeru 9, gde je S={nn_ ni, in, ii}i

* Dy={nn, ni}:*Prva izvucena lutka je neispravna.”
* D,={nn, in}:"Druga izvucena lutka je neispravma.”
imamo da je D, N D,=D,D, ={nn}.

o Kako dobijamo da je P(D,D,) # P(D,)'P(D.) jer

P(D,D,)=3-2/7T6=1/T=7/49, a
P(D)-P(Do)= (3/T)-((3-2+4-3)/7-6) = (3/7)-(3/T)=9/49
dogadaji I 1 D, su stohastic¢la zavisni, odnosno
P(D, | D,)=2/6= 14/42 # 18/42 =3/T=(3-2+4-3)/T-6=P (D
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UZAJAMNO ISKLJUCIVI (DISJUNKTNI) DOGADAJI ODNOS UZAJAMNO ISKLJUCIVIH,

NEZAVISNIH I ZAVISNIH DOGADAJA
o Posebno. ako su dva sluéajna dogadaja A i B uzajamno

iskljuéivq_ o{_inosnc AnBZG pri éemu je P(A)=01 Uzajammno iskljucivi dogadaji A i B takvi da P(A)>0
P(B)=0, oni nisu nezavisni jer iP(B)=0, uvek su zavisni jer iz AnNB = @ sledi
P(AB) = P() = 0 P(A)P(B). P(AB) = P(®) = 0 £ P(A)-P(B).

o Na primer, ako u Primeru 3 posmatramo dogadaje
» C=fplavokosa, smedokosa} 1
+ D={ridokosa, crnokosa}
» gde je S ={plavokosa, ridokesa, smedokosa, crnokosa,

Uopsteno:
1. Nezavisni dogadaji AiB takvida P(A)=01
P(B)=0, nikada nisu uzajamno iskljuéivi jer iz

crl.:enakpsa} skup svih jednakoverovainih ishoda P(AB) = P(A)-P(B) sledi

eksperimenta a, P(AB)=0, tj. P(AB)#0 5to znaél AB=ANB £ ().
tada CND=CD=0Q. : Zavisni dogadaji A i B takvi da P(4)>01 P(B)>0,

© Odatle, _ . N mogu ali 1 ne moraju biti uzajamno iskljuéivi jer za
P(CD)= F(@) = 0# 4/25=2/5-2/5=P(C)-P(D) ° P(AB) # P(A) P(B). moze biti ANB= . alii AnB# @@
odnosno uzajamno 1skljuéivi dogadajl C1D su
stohasticki zavisni.
PRIMER 12

RAZVRSTAVANJE STATISTICKOG SEUPA NA OSNOVU
DVE EARAKTERISTIEE

o Medu 310 studenata jedne visoke Skole strukovnih studija
sprovedeno je istrazivanje o zadovoljstvu radom
Studentskog parlamenta po godinama studija 1
dobijeni su sledeéi rezultati:

Tahelal Rezultati istraZivanja o zadovoljstvu radom
Studentskog parlamenta

. Ocena rada studeniskog
MARGINALNE VEROVATNOCE. Godina studija parlmenta Ukupno
@ NEZAVISNOST EKSPERIMENATA
() 7 s
| 100 |

64

36

.
° 61 29 | o0 L]
G | o0 | 10| 30|
PRIMER 12
TABELE KONTIGENCIJE REGISTROVANJE ISHODA DVA EESPERIMENTA
o Pomocu Tabele 1 prikazana je raspodela 310 @ Sluéajno biramo jednog od 310 ispitanih studenata, pri
studenata na osnovu dve karakteristike, odnosno dve éemu svakl student ima istu verovatnoéu da bude izabran
varijable: (1/310).

* Godina studija (prva, druga, treéa)

+ Ocena rada studentskog parlmenta (zadovoljan, o Buducdi da je pored zadovoljstva radom Studentskog

parlamenta, razmatrana i godinu studija studenata.

nezadovaljan). . L "

o Tabela u kojoj su unakrsno prikazane frekvencije nad slucajno izabranim studentom mogu se
modaliteta (kategorija ili vrednosti) dve varijable istovremeno registrovati ishodi dva eksperimenta:
(karakteristike) posmatrane na istom statistiékom * au kome se registruje godina studija studenta i
S_kllpu I_LRZi‘-'ﬂ se tabela ko_nt-ige_ncije (dvo- * [ u kome se registruje ocena rada Studentskog parlamenta.
dimenzionalna tabela kontigencije). _ o Odatle, kod sluéajno izabranog studenta mogu se

© Ako se prikazuju frekvencije modaliteta tri razmatrati verovatnoce realizacije ishoda jednog
karakteristike, onda imamo tro-dimenzionalnu e eksperimenta, neukljuéujuéi ishode drugog eksperimee

tabelu kontigencije itd.

sa kojlma su povezami.
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PRIMER 12 INTERPRETACIJA

o Naime moZemo razmatrati verovatnoce realizacija
dogadaja da je slucajno izabrani student Skole:
» student I godine ili student II godine ili student III godine ili

» zodovoljan radom Studeniskog parlamenta ili nezadovolian
radom Studentskog parlamenia.

o Dznaéimo sa
s I=isludajno izabrani student je student I godine studija}
s II ={sludajno izabrani student je student IT godine studija}
s II={sludajno izabrani student je student IIT godine studija}
elementarne dogadaje eksperimenta a, a sa
» Z={slucajno izabrani student je zadovoljan radom Studentshog

parlamenta}

+ D={slucajno izabrani student je nezadovoljan radom
Studentskog parlamenta}

elementarne dogadaje eksperimenta .

PRIMER 12 MARGINALNE VEROVATNOCE

o Verovatnoce P(I), P(II), P(III), P(Z). P(D) se nazivaju
marginalnim verovatnocama jer se odnose na
verovatnoce elementarnih dogadaja samo jednog
eksperimenta neuzimajuéi u obzir elementarne
dogadaje drugog eksperimenta sa kojima su u vezi.

o Buduéi da se student sluéajno bira iz grupe od 310
studenata medu kojima je prethodno sprovedeno
istraZivanje, za verovatnoce dogadaja I IT, I, Zi D
uzimamo odgovarajuce relativne frekvencije:
P(I)=120/310=0.39=39% P(Z)= 200/310=0.65=65"%
P(II)=100/310=0.32=32% P(D)=110/310=0.35=35%
P(III)=90/310=0.29=29%
gde je 0.39+0.32+0.29=1

pri éemu je 0.65+0.35=1.

IZRACUNAVANJE USLOVNIH I ZAJEDNICKIH
VEROVATNOCA
Tabela 2 Dvodimenzionalna tabela kontigencije

| adevton | Keradovon| Ukmpno |
B - = HE

. - O
e - . . |
= = T = |

o P(Z|D=ny/n,  P@|D=nymn,,

P(Z | I)=n,,/n,,
P(Z |III)=ny,/n,,
]

P(D | ID)=n,,/n,,
P(D | OI)=n,,/m,,

o POINZFn,n PIND)=n,mn
PII N Z)y=ny/m P{IN D)=ny,/n
P(IIL N Z)=ny/m P(II M D)=ng/n
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MARGINALNE VEROVATNOCE

o Razmatranje verovatnoéa realizacija ishoda dva ili
vise eksperimenata, pri éemu se ishodi svakog
eksperimenta registruju nad istom sluéajno
izabranom jedinicom posmatranja, namece
potrebu za uvedenjem pojma marginalne
verovatnoce.

o Marginalna verovatnoca je verovatnoca
realizacije dogadaja jednog eksperimenta
neukljuéujuéi u razmatranje bilo koji dogadaj
drugog eksperimenta koji moZe biti u vezi sa njim.

USLOVNA VEROVATNOCA DOGADAJA IZ
DVA EESPERIMENTA

o Medutim, u Primeru 12 moZe se razmatrati 1
verovatnoéa realizacije, na primer dogadaja:

* da je slucajno izabrani student zadovoljan radom
Studentskog parlamenta ako smo vec utvrdih da je student IT
godine studija, ednosno uslovna verovatnoca P(Z|II) ili

s da je sluéajno izabrani student, student IT zodine, ako smo
prethodno utvrdil da je zadovoljan radom Studentskog
parlamenta, odnosno uslovna verovatnoea P(II| Z).

o Naime, moZe se razmatrati uslovna verovatnoca
dogada)a 1z jednog eksperimenta pod pretpostavkom da
je realizovan odreden dogadaj iz drugog eksperimenta.

© 8a tim u vezi razmatra se i zajednicka verovatnoéaa
dva dogadaja 1z dva razlicita eksperimenta.

PRIMER 12
IZRACUNAVANJE USLOVNIH VEROVATNOCA

Na osnovu podataka iz Tabele 1 mozemo odrediti

uslovne verovatnoce na sledeci nacin:

o P(ZI1D=75120=0.625 o P(I | Z)=75/200 =0.375
P(N|D)=45/120 = 0.375 P(II | Z)=64/200 =0.320
0.625+0.375=1 P(III | Z)=61/200 =0.305

o P(Z|ID=64/100 = 0.640 0.375+0.320+0.305=1
P(N|I)=36/100 = 0.360
0.640+0.360~1

o P(Z|III)=61/90 = 0.678
P(N|II[)=29%90 = 0.322
0.6758+0.322=1

o P(I |N)=45/110 = 0.409
P(II | N)=36/110 = 0.327
P(IOI|N)=29/110 = 0.264
0.409+0.327+0.264=1
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PRIMEERE 12 PROVERA NEZAVISNOSTI DOGADAJA IZ DVA
[ZRACUNAVANJE ZAJEDNICKIH VEROVATNOCA EESPERIMENTA
o f:rz?;‘:logzd:;a:ﬁ;:;:::ﬁ;? mozemo odrediti zajednicke o Na osnovu definicije nezavisnosti dva dogadaja 1
PANZ)=T5/310 PN D);45!310 podataka iz Tabelel, moZemo 1spitati da I su dogadaji
P(II N Z)=64/310 P(II N D)=36/310 o Z ={slucajno izabrani student je zadovoljan radom
_ __q Studentskog parlamenta} eksperimenta B 1
P(III N Z)=61/310 P(II N D)=29/310 o Il ={slucajno izabrani student je student II godine
o Napomena: studija} ekeperimenta a
= Marginalne, uslovne i zajednicke verovatnoce u Primeru 12 mogu| B
e odredin 1 pomocu dva stabla ishoda ako defiméemo Eoju NeZavISmL
karakteristiku prvo registrujemo, a koju registrujemo kao drugu. o Kako je P(IINZ)=64/310, P(I1)=100/310 1 P(Z)=200/310

Marginalne, uslovne i zajednicke verovatnoce u Primerua 12 dobijamo da je

odnose se samo na sluéajno izabranog studenta 1z grupe studenata _ =9

medu kojima je sprovedeno istraZivanje ¢ijl rezultatl su izloZeni u P(IINZ)=64/310 # 64.52/310=P(I) P(Z)
Tabell 1. Ukoliko bismo studenta sluéajno birall iz posmatrane
Eojoj je vige od 310 studenata, dobijene verovatnoce ne znace da

5to znaci da je reé o zavisnim dogadajima. o
validne.

NEZAVISNOST DVA EKSPERIMENTA

o Definicija 12 Dva eksperimenta a i B su nezavisna
(stohasticki nezavisna) ako za svaki dogadaj A
ekeperimenta a i za svali dogadaj B eksperimenta B vazi

P(AB) = P(A)yP(B).
o U suprotnom, eksperimenti su zavisni.
o Na primer, u Primeru 12, polazeéi od éinjenice da dogadaj
Z = {sluéajno izabrani student je zadoveljan radom
Studentskog parlamenta}

eksperimenta B nije nezavisan od dogadaja

I = {sludayno izabrani student je student IT godine studija}

eksperimenta a, to eksperimenti a i B nisu nezavisni. °
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MATEMATIEA

6. UVOD U SENONOVU TEORIJU —
KVANTITATIVNO 1ZRAZAVANJE
FORMACIJE

. Predavac: mr Tatjana Bajic

NAJJEDNOSTAVNIJA OPSTA SEMA
PRENOSENJA INFORMACLJA

o Saopstenje nekog izvora informacija I, treba
kodirati u azbuku 4 tako da na ulazu kanala sa
Sumovima imamo izvor X, a na izlazu kanala,
saopstenje izvora Y treba dekodirati da bismo na
kraju dobili saopstenje koje prima izvor
informacija I,.

—% ) KODIRANJ | EANAL — DEEODIEANJ
E E

.
SUMOVI °

ZNACAJ SENONOVE TEORIJE

o Osnovni problemi sa kojima se Senon suoéio i keji su ga
inicirali za nastanak pomenute teorije su problemi
prvenstveno povezani sa radio komunikacijama.

o Medutim, kanali kroz koje se informacija prenosi ne
moraju da budu samo telegrafske 1 telefonske Ziee 11
medijski predajnici radio signala, ve¢ na primer, takode
mogu biti nervi kroz koje se, kontrolisano od strane
mozga, prenose signali od organa ¢ula do misica.

o Odatle, S3enonov rad je izvriio ogroman stimulacioni
efekat na sva istrazivanja povezana sa prenoson i
cuvanjem informacija sa kojima se susreéemo u
prirodi, tehnologijama ili ¢ak u drustvu, sto je
uticalo da sam pojam informacije dobije daleko
dublje i 3ire znacenje, odnosno da preraste u o
metapojam.

Il deo predavanja iz MATEMATIKE
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FENOMEN BRZINE PRENOSA
INFORMACIJA

o Ubrzano usavriavanje sistema i tehnologija za obradu
1 razmenu informacija, tokom skoro dva veka,
rezultiralo je savrSenom brzinom prenosa informaeija
u realnom vremenu izmedu subjekata koji mogu biti
izuzetno udaljeni jedni od drugih.

o Takav progres je uslovio da funkeionalnost
savremenog drustva u veliko] meri zavisi od stvaranja
1 prenosa informacija.

o Medutim, imajuéi u vidu savremene digitalne
tehnologije za razmenu informaeija. pod prenosom
informacija podrazumevaju se odredena kodiranja,
kako bi se putem kablova, predajnika 1/ili satelitskih
veza, odnosno uopiteno govoreéi, kanala sa
sumovima, saopstenje jednog izvora, posle o
dekodiranja, prenelo ka drugom izvoru.

SENONOVA TEORIJA

o Matematicka teorija, koja je prva logickim
rasudivanjem strogo dokazala da se kroz kanal
sa Sumovina mozZe preneti neka informacija tako
da se, sa verovatnocom proizvoljno bliskom 100%,
na izlazu taéno utvrdi koja Je informacija poslata,
Je Senonova teorija.

o $encndva teorija je proistekla iz rada Kloda
Senona (Claude E. Shannon) objavljenog 1948.
godine u kome se “informacija” razmatra pomocu
skupa moguéih poruka.

o Kasnije, ovaj apstrakti koncept prerasta u novu
znaéajnu oblast u primenjenoj matematiei koja je
poplocala put za nastanak, danas vrlo poznate, °
nauéne discipline - teorije informacija.

KVANTITATIVNO IZRAZAVANJE INFORMACIJE

o Posmatrano sa matematicke tacke gledista, Senonova
teorija potiée 1z sasvim elementarnih razmatranja.
o Kljuéni problem, od kog je Senon poiao, je kvantifikacija
informacije.
o Uvodeéi dva osnovna pojma:
* pojam entropije i
s pojam uzajamne informacije
Senon Je, za razliku od svojih prethodnika, uspeo da
Ekvantitativno izrazi informaciju.
o Upravo, koristeéi entropiju izvora informacija Senon
je
» postavio kriterjjum koji mora biti zadovoljen da bi e sa
verovainocom proizvoljno bliskom 100% moglo tacno dekodiraty
poslato saopsten)e.
» pdredio 1 gornju granicu aproksimacije brzine prenoseo
informacija za odreden nacin kodiranja.
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(OSNOVNI MODEL NA KOME SE ZASNIVA
DEFINICIJA KEVANTITETA INFORMACIJE

o Klasiéni primeri eksperimenta sa konaénim brojem
sluéajnih ishoda iz teorije verovatnoéa:

+ bacanje “fer” novéica, sa dva moguéa ishoda: pismo i grb

* bacanje homogene kocke za 1gru, sa Sest mogucih ishoda:
1.2.3.4.5.6

kaoi

+ pryem poruke od izvesnog broja poruka koje mogu biti
poslate.

o Odatle, koncept u kome primljena informacija
predstavlja jednu od peruku iz skupa moguéih poruka
koju je izvor informacija poslao, odgovara konceptu
eksperimenta sa slucajnim ishodima.

o Osnovni model na kome se zasniva definicija entropije
a potom 1 uzajamne informacije, je eksperiment sa o
slucajnim ishodima — sluéajni eksperiment.

PRIMER SLUCAJNOG ISHODA KOJI NOSI
VELIKU KOLICINU INFORMACIJE:

0 Eksperiment se sastoji u slufajnom izboru deteta iz
jedne predikolske grupe dece 1 registrovanju da ki
dete zna da izrecituje Sekspirov sonet ili ne.

0 Skup =vih mogucih ishoda posmatranog ekeperimenta
éine dva moguca ishoda:

» dete zna da izrecituje Sekspirov sonet ili
« dete ne zna da izrecituje Sekspirov sonet.

o Ofigledno, mala je sansa da slucajno izabrano
dete iz grupe predskolaca zna da izrecituje
Selspirov sonet.

0 Odatle, ukoliko bi sluéajno izabrano dete iz jedne
erupe predikolaca izrecitovalo Sekspirov sonet, onda
bi nam takav ishod doneo veliku kolicinu

informacije, cdnosno bili bisme izuzetno iznenadeni.

ENTROPIJA - DEFINICIJA

o Entropija eksperimenta o, koji ima konacan skup ishoda
{A,...., A } sa odeovarajucom raspodelom verovatnoéa {p,.....
pnﬁ. u oznaci H(a). je numericka mera stepena
neodredenosti posmatranog eksperimenta.

0 Uzimajuci u obzir definiciju “neodrednost: “ ishoda A,
k=12 __n, vrednost entropije eksperimenta a se odreduje
sa

H(a) =- {p,log; p, +...+ p,log; p,}

ijednaka je kolicini potpune informacije koja je sadrzana u
eksperimentu a.

o U zavisnosti od izbora osnove logaritma, imamo razliéite
merne jedinice entropije.

o Zhog uskladjenosti za digitalnim tehnologijama za osnovu
logaritma se obicno uzima broj 2, tako da je merna
jedinica vrednosti entropije 1 bit. o
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ENTROPIJA - NUMERICKEA MERA
NEODREDENOSTI

© Senon je entropiju definisao kao numericku meru
stepena necodredjenosti sluéajnog eksperimenta tako
da vrednost entropije odgovara maksimalnoj
kolicini informacije koja moze biti sadrzana u
posmatranom eksperimentu, odnosno kolicini potpune
informacije koja se dobija iz posmatranog
eksperimenta.
o Podudarnost izmedu
» vrednosti entropije nekog sluéajnog eksperimenta 1
» kolicine potpune informacije koja je sadrZana u tom
eksperimentu
logiéki je zasnovana na éinjenici da je
+ verovatnoca realizacije sluéajnog ishoda tog
eksperimenta
» obrauto propocionalna kolicini informacije koju
posmatrani icshod nosi u sebi.

“NEODREDENOST"” SLUCAJNOG ISHODA

o Neka je A;, A, ... A, konaéan niz dogadaja koji potpuno

razlazu siguran dogadaj S eksperimenta a, ocdnosno
S=AUAU..UA;
koje nadalje nazivamo ishodima eksperimenta a
o Neka je p,=P(Ay)
verovatnoca realizacija ishoda Ay, k=1,2,..n,
Pt P t...+py=1
o Tada, “neodredenost™ ishoda A, se definite sa
log,(1/p,) = - log,py
koja se realizuje sa verovatnotom py.

o Naime, 5to je verovatnoéa py realizacije ishoda A, manja,
to je “neodredenost “ tog dogadaja log,(1/py) veca,
odnosno taj ishod nosi u sebi vecu kolicinu
informacije.

USLOVI POD KOJIMA SLUCAJNI EKSPERIMENT IMA
MAESIMALNU VREEDNOST ENTROFIJE

0 Ukoliko su svi ishodi A, .., A, nekog eksperimenta a

jednakoverovatni, odnosno
P=P; = ... =P, =l/n,
tada H(a) = - n(l/n)-log, (1/n)=log; n.

0 Buduéi da je eksperiment sa jednakoverovatmim ishodima
najvite moguce necdreden, to je H(a) =log,n
maksimalna vrednost entropije koju moze da dostigne
neki eksperiment a sa n sluéajnih ishoda.

o Odatle, entropiju od 1 bita ima eksperiment koji ima dva
jednakoverovatna sluéajna ishoda (er log; 2=1)itoje
maksimalna vrednost entropije koju eksperiment sa
dva sluéajna ichoda moze da dostigne. o
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UsSLOVI POD KOJIMA SLUCAJNI EKSPERIMENT
IMA MINIMALNU VREDNOST ENTROFIJE

o Ako jedan od sluéajnih ishoda A,...., A) nekog
eksperimenta a ima verovatnoéu realizacije 1,
odnosno 100%, a ostali 0, tada entropija tog
eksperimenta je

H(a)=0+...+0+1'log,1 =0+...+0+1-0=0
1to Je minimalna vrednost koju entropija nekog
slu¢ajnog eksperimenta moze da 1ma.

o Odatle, za entropiju preizvoljnog eksperimenta a
sa n mogucih sluéajnih ishoda va#i
nejednakost:

0 < H(a) < log,n.

PITANJE ZATVORENOG TIPA

o Medutim, na pitanja otvorenog tipa se vrlo éesto ne
odgovara u anketnim upitnicima, odnosno ona nisu
tako popularna kao pitanja zatvorenog tipa.

o Pitanja zatvorenog tipa podrazumevaju unapred
ponudene odgovere .

o Odatle, pitanja zatvorenog tipa ne samo da namecu
korektnu formulaeiju samog pitanja, veé je potrebno
odgovore ponuditi tako da budu obezbedeni uslovi
za dobijanje entropije, odnosno potpune informacije
koja je sadrzana u odgovorima na postavljeno pitanje.

o Naime, odgovore na pitanje zatvorenog tipa treba
ponuditl tako da predstavljaju ishode sluéajnog
eksperimenta. °

PRIMER 1

Tabela 1 Rezultan anketranja studenata Visoke £kole strukovnih
studija za vaspitae u Sapcu Ekolske 2012/13. godine, na pitanje o
optimalnosn broja predmeta studijskog programa u I semestru
studija
| opgovor | f | % |
Optimalan 40

80.00%

0 Eksperiment se sastoji u sluéajnom
izhoru studenta iz grupe studenata
koji su uéestvovali u anketiranju 1
kao ishod registruje se edgovor koji

- —
‘l\:{:]j]; ; fsu'fo: je dao na postavljeno pitanje.

Broj studenata 0 Uzimajuéi dobijene relativne .
koji nije  frekvencije odgovora za verovatnoce
odgovorio na 0 000%  jzhoda posmatranog eksperimenta
pitanje dobijamo da je vrednost entropije
UKUPNO 4, 10000 OV eksperimenta

. -40.80 log,0.80+0.02 -log,0.02+0.18
log,0.18}=0.516
gde je log, 3 =1.585 maksimal
moguca entropija.
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ENTROPIJA U PRIMENAMA — ENTROPIJA
POSTAVLJENOG PITANJA U ANEETNOM UPITNIEU

o Bududi da se anketni upitnici spovode nad sluéajno
izabranim elementima populacije, registrovanje
odgovora na postavljeno pitanje otvorenog tipa
predstavlja jednu realnu interpretaciju registrovanja
ishoda eksperimenta sa sluéajnim ishodima_

0 Drugim redima, dobijen odgovor na postavljeno pitanje
otvorenog tipa predstavlja ishod slucajnog
eksperimenta.

o Kod pitanja otvorenog tipa obuhvaceni su svi moguél
odgovori koje ispitanik moZe dati na postavljeno pitanje.

0 Odatle, kod pitanja otvorenog tipa, ukoliko je pitanje
korektno formulisano, unapred su obezbedeni svi uslovi =z;
dobijanje potpune informacije koju nam mogu dati 0
odgovori na postavljeno pitanje.

USLOVI ZA DOBIJANJE MAKSIMALNE
KOLICINE INFORMACLIE

o EKonkretno to znaéi da :

» ponudeni odgovori treba da obuhataju sve moguce
odgovore kojl mogu bitl dati na postavljeno pitanje

kaoidase

» ponudeni odgovor: medusobno “lskljucuju”.

© 3amo pod tim uslovima, odgovor na postavljeno
pitanje zatvorenog tipa moZe se smatrati 1shodom
sluéajnog eksperimenta.

o Generalno pravilo: Prvo se “grubo” cbuhvate svi
op5ti odgovori koji se medusobno iskljuéuju, a zatim
se u okviru datih odgovora moze vr3iti dublje
“razbijanje”, u smislu davanja konkretnijih
odgovora koji bliZe opisuju problem.

PROBLEM OBUHVATANJA SVIH MOGUCIH ODGOVORA

© U realnim situacijama, da bismo obuhvatili sve
moguée odgovore koji mogu biti dati na odredeno
pitanje zatvorenog tipa, ponekad je potrebno
ponuditi veliki broj odgovora.

o Medutim i pored toga, kod nekih pitanja, sve
mogucnosti bice potpuno iscrpljene tek kada
kao odgovor ponudimo odgovore kao 5to su:

+ neito drugo
» nijedan isl

o Ukoliko se ponudi odgovor tipa “nesto drugo”,
tada je potrebno ispitaniku omoguciti da da svoje
obrazloZenje 5ta smatra pod odgovorom “nesto

drugo”.




AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC

Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

PRIMER 2 ODGOVOR “NESTO DRUGO™

Tabela 2 Rezultan snketranya bivith studenara Visoke dkole strukoveih
studija za vaspitage u Japeu tokom tr Skolske godine, o merama za
unapredenje stanja kad su u pitanju struéne kompetencije str.vaspitada

FH WEFE 24 YHANPEREHE CTAHMA AN WAANE |HEE| FE) %
A | Morpelen @ auile TeopHcre HacTies 0 [ 1 1| 0.34%
2 | Marpeficg jo BRI NRAETHUHE HBCTASE 18 Fal 9| 65 15200
B | Morpelen @ suis CTppuss noaos 21 15 19| 55 |12.94%
4 |TTBrPeReia o EOpNETIMY  MACTERN TG FRATHERS HaCTaBHD ; " P P
_ |wernan
Morpelyn @ auis naxkes NOCESTATH 000 OAreaEsEy
: 7 17 1
5 CTYALEHATS 3 THICEN (a4 A Rl Rl
6 |Motpebua j yranpegumi nagarowke cnocofHOCTA HACTABHIKA. 13 3 10 | 26| 6.12%
T |Morpedno j¢ noe=hark oM HATTABHS MATE BHjE. 2 [] Q 2 | 474
§ |ToTE0HE & CMBHMTH COHM HACTIBHE MATEDN 8. 1 1 4 9 [2.12%
9 [ Morpeteo (@ noe=har ofium nime paryps. 0 1 4 [ 103200
10| Morpefio @ cuasima o ARTEEET, pe 2 1 4 T | 1684
11| Narpefen je nobomuan knarsrer mreparype 10 12 EE
12 \Ij:::gﬁuue WIEPLUNTH DRy COMBRINTY CTYAZHETA NPTINROM 29 24 1 |66 15530
13| NorpaHo @ cuasum Gpoj cTygexHaTa il 14 15 |38 | o.18%
14 Morpefo j& nopafiary SHraoBaree HACTAEHAKS H CAERAHAKS 17 10 17 4 | 10.35%
—1 E EI ca CI'EII.HDHMMH
15|Hewro agyra 3 1 0 [ 0%
Waynas foal X MEpa 38 =M crawa:| 145 L0 150 [425] 100 00%

USLOVNA ENTROPILJA I
@ UZAJAMNA INFORMACIJA

ODREDIVANJE USLOVNE ENTROPIJE

o Vrednost uslovne entropije H(a| B;) se odreduje sa
H(a| By)=- {P(A,|By) log,P(A, | By +..+
P(A; | By)rlog,P(A; | By}
5to znaél da zahteva poznavanje uslovnih verovatnoca
P(A|By). =1..n Fl..m
o Uslovna entropija eksperimenta a pod uslovem
realizacije eksperimenta B, H(a | B), predstavlja
numerié¢ku meru stepena neodredenosti eksperimenta a

pod uslovom realizacije eksperimenta 3 1 njena vrednost
se odreduje sa

H(a|B)=-{P(B,) H(a| By +...+ P(By) H(a| B) i)
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PRIMER 3 ODGOVOR “NIJEDAN"

Tabela 3 Uporedni rezultati anketiranja studenata Visoke
zkole strukovnih studija za vaspitace u Sapcu za dve Skolske
godine na pitanje o tome koji predmet iz I semestra studija
zasluzuje vedi broj ESPE bodova

i [ £ ] % [ f] % |
[

Sociologija obrazovanja 1200% 5 T.69%
Savremeni srpeki jezik 3 600% 8 1231%
Opéta pedagogija 18 36.00% 12 18.46%
Psihologha razvoja liénostl 4 BO0% 4 615%
Informatika sa ratunarsivom 0 000% 3 462%
Telesni razvoj i zdravstveno vaspitanje 6 12.00% 6 9.23%
Nije
Nijedan LG 26 40.00%
odgovor
Broj studenata koji nije odgovorio na pitanje 13 26.00% 1 1.54%
Ukupno 50 100.00% 65 100%

USLOVNA ENTROPIJA

o Neka je
« A .. A konacan miz degadaja kojl potpuno razlaze
siguran dogada] S, eksperimenta a1
* B,...., B, konacan niz dogadaja koji potpuno razlaze
siguran dogada) S, eksperimenta f,
koje nadalje nazivamo ishodima eksperimenta a
odnosno f§, respektivno.

o Za neko j=1,...m, uslovna entropija
eksperimenta a pod uslovom realizacije ishoda B;
eksperimenta B, u oznaci H(a | B;), predstavlja
numericku meru stepena neodredenosti
eksperimenta a pod uslovom realizacije ishoda B;
eksperimenta .

(OSOBINE USLOVNE ENTROPIJE

o Ako realizacija eksperimenta B u potpunosti
odreduje eksperiment o, tada H(a | B)=0.

o Sa druge strane, ako su a1 B statistiéla
nezavisni eksperimenti tada H{a | B)= H(a).

o Odatle, za vrednost uslovne entropije jednog
eksperimenta a pod uslovom realizacije drugog
eksperimenta B vazl Senonova nejednakost:

0 < H(a | p)= H{a).

o Analogno, Senonova nejednakost vazii za
vrednost uslovne entropije eksperimenta B pod
uslovom realizacije eksperimenta o

0 < H(p| a)= H(B).
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INFORMACILJA U SENONOVOJ TEORIJI

o Senonovom nejednakoséu 0 < H(a | B) < H(a) je
iskazano da se realizacijom eksperimenta  umanjuje
entropija, odnosno neodredenost eksperimenta .

o Odatle, informacija, sa kvantitativne tacke gledista se
definie kao kolicina informacije o posmatranom
eksperimentu koja se sadrzi u realizovanom
eksperimentu.

o Kolic¢ina informacije, sadrzana u eksperimentu B o
eksperimentu a, odredena je sa

I(B.a) = H(a) - H(a | B)
gde je
* H(o) entropija eksperimenta a, a
* HialB) uslovna entropija eksperimenta a pod uslovem
realizacije eksperimenta .

o Zbog Senonove nejednakosti, sledi da je I{a, B)=0.

POTPUNA INFORMACIJA

o Sa druge strane, kad se eksperiment a realizuje,
onda je a potpuno odreden, te je H{a | a)=0.

o Odatle, neposredno sledi da je I(a,a)=H(a), gde
je I{a,a) potpuna informacija koja je sadrzana
u eksperimentu a.

o Time ze ujedno potvrduje da se entropija nekog
eksperimenta a, H(a), moze definisati kao
maksimalna kolicina informacije koja moze
biti sadrZana u eksperimentu a, ednosne kao
potpuna informacija koja se dobije 1z
eksperimenta a.

o Na osnovu prethodnog, vazi:

0 = I(a, P) = H{a) 10 = I{a, B) = H(B).

RESENJE: POSTAVEA EKSPERIMENTA U KOME SE
REGISTRUJU ODGOVORI NA POSTAVLJENO
PITANJE

0 Sa druge strane, da bismo utvrdili koji je broj osoba
zamislila, potrebno je da osobi postavimo odreden broj
pitanja.

o Ommaéimo sa >0 broj pitanja koji treba postaviti osobi.
o Postavljanje pitanja koje ima dva moguéa odzovora (tadan
ili netaéan) moZzemo opisati pomocu eksperimenta sa dva

moguca sluéajna ishoda {tacan, netacan}.

0 Oznaéimo sa ¢ , i-ti od ukupno k uzastopnih
ekeperimenata sa dva moguca sluéajna ichoda {tacan,
netaéan} koji ze realizuju sa verovatnodama pig
(p+g=1), respelktivno.

o Buduci da ishodi ne moraju da budu jednakoverovatni,
neposredno sledi da je H(g;) < 1bita=log,2,i=1,  k
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UZAJAMNA INFORMACIJA

o Medutim, koliéina informacije koju eksperiment
B sadrz o eksperimentu a jednaka je koli¢ini
informacije koju eksperiment a sadrzi o
eksperimentu [, odnosno
I(B.a) = H(a) - H(a | B) = H(B) - H(Bla)= I(a. B)
to je sa I(a, B) odredena koli¢ina uzajamne
informacije dva eksperimenta u odnosu
jedan prema drugom.

o Ako su a i B statisticki nezavisni
eksperimenti, tada je H(a|p)=H(a) 1 H(Bla)=
H(p). te je njihova uzajamna informacija jednaka
0. 1. o, B)=0.

RAZMATRANJE JEDNOG LOGICKOG
PROELEMA

o Postavka problema: Osoba je zamislila jedan
prirodan broj koji nije veéi od datog broja n =0. Ake
osoba na pitanja odgovara sa “da” 11 “ne”, koliko je
minimalno pitanja potrebno postaviti osobi da bismo
ta¢no odredili broj koji je osoba zamishla?

o Resenje: Neka je B eksperiment u kome se kao ishod
registruje kojl je prirodan broj osoba zamislila.

+ Tada  ima n mogucih ishoda B,-:"O.soba je zamislila
brojj”, =1, . n

+ Bududi da je ozoba mogla da zamizli bilo koji prirodan broj
koji nije vedi od n=0, verovatnode realizacija ishoda l?-J u
Jednake 1iznose P(B)=1/n. j=1...n.

+ (Odatle, vrednost entropije eksperimenta B je maksim
moguca 1 1znosi H(B)= log,n.

RESENJE: ODREDIVANJE MINIMALNOG
BROJA PITANJA — I DEO

o Neka Je a0, ... ap niz od k uzastopnih pitanja sa
dva moguéa odgovora (ta¢an, netacan).
o Tada, iz H(w;) = 1=1og,2, 1=1,.._, k. sledi:
H(a,a, ... a) = H{a,) + H{ag) +..+ H(oy) =k
o Iz osobine uzajamne informacje imamo da je
Ha,a, ... oy, B) = H(a,q, .. o)
© Odatle, I{0,0, ... 0. B) =k
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RESENJE: ODREDIVANJE MINIMALNOG
BROJA PITANJA — II DEO

o Sa druge strane, da bi odgovori na niz pitanja
iy, ... Oy U potpunosti odredili ishod
eksperimenta f§, odnosno da bi
H(Blo,ay ... a,)=0 neophodno je da

H(B)=I(a,aq; ... . B).
o Iz log,n=H{(B)=I(a,qa, ... ay, f) =k, odnosno iz
k = log,n, gde je k>0 ceo broj,
dobijamo koliko je minimalno pitanja potrebno
postavitl osobl da bismo taéno odredili broj koji je
zamislila.

MOGUCI NACINI SPROVODENJA PRIPREMNOG
PREDSEOLSEOG PROGRAMA

Celodnevni pripremni predikolaki program Eoji se realizuje po
modelu A iukljucuje upoznavanje sa dva atrana jezika.
Celodnevni pripremni pmdnhnlnh ptngnun Eoji 58 mnllm]e PO
modelu A iukljuéuje up anje za jed jezikom.
Celodnevni pripremni predikolski program koji se realizuje po
modelu B iukljuéuje upoznavanje za dva strana jezika.
Celodnevni pripremni predikolaki program koji s realizuje po
modelu B iukljucuje upoznavanje sa jednim stranim jezikom.
Cetvoroéasovni ]:rl]:re\m.m ]:redaholalu program koji ae realizuje
pomodelu Al llkl_'| ucuje upoznavanje 2a dva strana jezika.

& & i predikolaki program Eoji 2e realizuje
po delu A iukljuéuje up anje 2a jednim stranim jezikom.
an\urocnmm pripremni predikolzki program koji se realizuje
pomodelu Bi ukl]ucuja upoznavanje sa dva strana jezika.

C & i predikolzki program kojise realizuje
po modelu Blnkl]mn]anpomm]eummm

1

RESENJE REALNOG PROBLEMA

o Primetimo da svalki od roditelja moZze da izabere jednu od 8
mogudéih opeija, odnosno da izabere jedan broj od 1 do 8.

o Odatle, umesto liste sa ponudenim odgovorima, moZemo
postaviti niz pitanja koji ée nam na kraju dati tafan broj
opcije koji je roditel) izabrao.

0 Obzirom da imamo 8 mogucih epcija, minimalan broj
pitanja koje treba da postavimo je:

log,8=3 pitanja.

0 Imajudi u vidu sadrzaj opcija, pitanja se redom odnose na

izhor 1zmedu:
1. celodnevnog il éetvoroéasovnog sprovodenja pripremnog
predikolskog programa;

o pa

upoznavanje za jednim i dva strana jezika.

modela rada A1l B; e
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POSTAVEA JEDNOG REALNOG PROBLEMA
o U jednom vrticu roditeljima se nudi ukupno 8 mogucih
naéina sprovodenja predskolskog programa koji
predstavljaju kombinacije izbora izmedu:
» celodnevnog 1li cetvorocasovnog sprovodenja pripremnog
predékolskog programa;
* modela rada A1h B;
* upoznavanja dece za jednim ili dva strana jezika
o Potrebno je utvrditi za koje naéine rada su roditelji
zainteresovani, te se u tom cilju, medu njima sprovodi
anketa.
o Anketa se moZe sprovesti pomoéu:
» Stampanog anketnog upitmika i1
+ elektronskog anketnog upitnika ili
+ strogo vezanog intervjua.
o Najzastupljeniji naéin za prikupljanje podataka je °
stampani anketni upitnik.

ZNACAJ LOGICKEOG KONCEPTA OBRADE PODATAKA

o Imajuci u vidu moguée naéine sprovodenja pripremnog
predskolskog programa, anketni upitnik se moze
konstruisati 1 samo putem pitanja zatvorenog tipa sa 8
ponudenih odgovora.

o Medutim, takav upitnik jeste jednostavan za cbradu
podataka, ali je nepregledan za roditelje.

© Odatle, anketni upitnik treba drugaéije konstruisati, ali
istovremeno je potrebno osmisliti 1 takvu obradu
podataka da kao krajnji ishod dobijete koju od osam
opeija je roditelj izabrao.

o Koliko je zna¢ajna dobra formmulacija pitanja i
ponudenih odgovora u anketnom upitniku, toliko je
bitan i logicki koncept obrade podataka.

o Samo obradom podataka se dobijaju in_farmacijea

BINARNO DRVO

© Da bismo dobili taéne opelje koje su roditelji 1izabrali,
logiéki koneept redosleda postavljanja pitanja/obrade
podataka treba da bude takav da se odgovori daju/unose
prema strukturi tzv. binarnog drveta datog na sliei:

" dva sirana jezika
" Model A
_ + jedan sirani jezik
Celodnevni . o
i ) dva strana jezika
. Model B ) o
- jedan sirani jezik
Koren © o
) " dva sirana jezika
Model A o
\ B + Jedan sirani jezik
* Cetvorofasovni L
— dva sirana jezika
" Model B

* Jedan strani jezik
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MATEMATIEA GEOMETRIJA
o Poreklo vuée iz starog Egipta - premeravanje
zemljista.
7. EUKLIDSKA GEOMETRIJA o Kao nauka, zasnovana je u staro] Grékoj: gea -

zemlja, metrio — merenje.

o Poéinje da se koristl deduktivni metod (metod
izvodenja 1 dokarivanja), kao 1 deduktivno
zakljuéivanje.

o Euklid (ITI vek p.n.e) - tvorac prvog
akslomatskog sistema u naucl.

Uvod

Predavaé: mr Tatjana Bajic

REALNI OBJEKTI - GEOMETRIJSKO TELO GEOMETRIJSKA POVRS

Svaki realan objekat

o ima sopstveni oblik 0 Mizaona granica izmedu geometrijskos tela 1 prostora
o zauzima odredjen poloZaj prema drugom objektu kome telo pripada je geometrijska povrs.

o zauzima (zaprema) jedan deo prostora. 0 Granice realnih objekata mogu biti ravne 1 krive, odatle

i povrsi mogu biti ravne i krive.
Odbacivanjem materijalnih odrednica realnih objekata

(boja, hemijski sastavisl) i zadrzavanjem Geometrijcka tela ogranigena:
samo pomenutih svojstava: 0 samo ravnim povriima nazivaju se rogljasta tela;
o oblika © bar jednom krivom povrii su nerogljasta tela; tu
o polozaja i spadaju valjkasta, kupasta i sferna geometrijzka tela.
o veliéine zauzetog prostora o o
dolazimo do matematiékog pojma geometrijsko telo.
GEOMETRIJSKA RAVAN (GEOMETRIJSKA LINIJA
o Presekom dve povrsi misaono dobijamo
o Zami&ljenim "protezanjem" ravne povrii po celom geometrijsku liniju.
prostoru u dve dimenzije, dobijamo geometrisjku o Zavisno od vrste povril koje se seku, preseci mogu
ravan. biti:
o Kad se jedan deo ravni misaono izdvoji, dobijamo * prava linija (dobjja se u preseku ravnih povrsi)
zatvorenu ogranicenu ravnu povrs. * kriva linija (dobija se u preseku povrél od kojih je bar
jedna kriva).

\
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(GEOMETRIJSKA PRAVA I DUZ

o ZamiZljemm "produZavanjem” prave linije po
celoj ravni u jedno] dimenziji, dobijamo
geometrijsku pravu.

o Alo zamislimo da jedan deo prave izolujemo od
ostalog dela, dobijamo zatvorenu, ogranicéenu
pravu liniju koju nazivamo geometrijska duz.

(GEOMETRIJSKE FIGURE

o Geometrijska tela, povrsi, ravni, linije, prave,
duzii tacke su matematicki objekti odnosno
nematerijalni, idealni objekti koji se mogu samo
zamisliti i1 predstaviti modelom 1 slikom.

o U geometriji takvi objekti se nazivaju geometrijske
figure.

o Geometrijske figure - neprazni skupovi tataka koji
zadovoljavaju odredjene zakonitosti.

o Odatle, u geometriji se koriste pojmovi 1 simboli 1z
teorije skupova, relacijski simboli=, £, c.

OSNOVNI GEOMETRIJSKI POJMOVI I
SIMBOLI

o tacke, koje obelezavamo velikim latinskim
slovima A. B, C,...

o prave, koje obelezavamo malim latinskim
slovima a, b, e,

o ravni, koje obeleZavamo malim grékim
slovima a, B, vy, ...

o (euklidski, trodimenzionalni) prostor E

oirelacije: izmedju (-) 1 podudarno ().

o Napomena: Oznaka A-O-B znaéi “tacka O je
izmedu tacaka AiB".
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GEOMETRIJSKA TACKA

o Geometrijska tacka nema nijednu dimenziju i
mozemo je shvatiti:
+ kao granicu 1zmedju duzi 1 preostalog dela prave koja
pripada duzi ili
+ kao prezek odnosno zajedmick: deo hinyja.

— b °

SAVREMENA EUKLIDSKA GEOMETRIJA

Formalna teorija koja se sastojl 1z:

o skupa osnovnih pojmova 1 simbola

o skupa osnovnih stavova - aksioma

o skupa pravila izvodenja - zakona dokazivanja

o stavova kojima se nesto tvrdi 1 ¢ije tvrdenje treba
dokazatl - teorema

OSNOVNI STAVOVI - AKSIOME

Svrstani su u pet grupa:

I Aksiome pripadanja (ili veze) — 7 aksioma
IT Aksiome rasporeda - 6 aksioma

IIT Aksiome podudarnosti - 7 aksioma

IV Aksiome neprekidnosti - 2 aksiome

V Aksioma paralelnosti - 1 aksioma
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MATEMATIKA

7.1 EUKLIDSKA GEOMETRIJA

Aksiome pripadanja
Aksiome rasporeda
Aksiome podudarnosti
Aksiome neprekidnosti
Aksioma paralelnosti

Predavac mr Tatjana Bajic

I AKSIOME PRIPADANJA (ILI VEZE)

[l

w

Svaka prava sadrZl najmanje dve razne tacke.

Postojl najvise jedna prava koja sadrzi dve razne tacke,
Svaka ravan sadrZi najmanje trl nekolinearne tacke.
Postojl najvise jedna ravan koja sadrzi tri nekolinearne
tacke.

Ako dve razne tacke neke prave pripadaju jedno) ravni,
onda svaka taéka te prave pripada isto] ravni.

Ako dve razne ravni imaju jednu zajednicku tacku,
onda one Imaju najmanje jos jednu zajedniéku tacku.
Postoje bar éetirl nekomplanarne tacke. °

DUZ, POLUPRAVA, POLURAVAN,
POLUPROSTOR
- DEFINICIJE -

Il deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

PoJMOVI KOJI SE DEFINISU

o Tri ili viSe taéaka koje pripadaju istoj pravoj
nazivaju se kolinearnim tackama.

=

A (8] B A,

o Cetiri ili vide taéaka koje pripadaju istoj ravni
nazivaju se komplanarnim tackama.
=0

T

IT AKSIOME RASPOREDA

1 Akosu A B,C tr1 kolinearne ta¢ke takve da je A-B-
C, tada su svake dve od tataka A B.C razne.

2 Akosu A B,C trl kolinearne tacke takve da Je A-B-
C, tada je C-B-A

3 Akosu A B.C trl kolinearne tacke takve da Je A-B-
C, tada nije A-C-B.

4 Ako su A B dve razne tacke, tada postojl tacka C
takva da je A-B-C.

5 Akosu A B,C trl razne kolinearne taéke, tada je A-
B-Cili B-C-Aili C-A-B.

6 Ako su A B,C trl nekolinearne tacke 1 p prava koja
pripada ravni ABC, ne sadrzi taéku A1 seée pravu
BC u tacki P takvo] da je B-P-C, tada prava p sece
pravu CA u tacki Q takvoj da je C-Q-A ili pravu ABe
u tacki R takvo) da je A-R-B.

DuZ - DEFINICIJA

o Neka su A i B dve razne tacke.

o Skup taéaka, koji ¢ine tacke AiB1i sve tacke izmedju
njih na pravoj] odredenom tackama A1 B naziva se
duz.

o Taéke A i B su krajnje tacke, a ostale tacke su
unutrasnje tacke duzi AB.

A B
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POJMOVI SA RAZNTH STRANA TACKE, SA
ISTE STRANE TACKE

Neka su O, A B tri kolinearne taéke takve da je
tatka O izmedju tacaka A1 B, u oznaci A-O-B.
Tada kazemo da su tacke:

© A1iB saraznih strana tacke O;

o O1B saiste strane tacke A

POJMOVI SA RAZNIH STRANA PRAVE, SA
ISTE STRANE PRAVE

o Neka je p prava neke ravni 51 A1 B dve razne tacke
u ravni § koje ne pripadaju pravoj p.
o Ako na pravo] p postojl tacéka C takva da je A-C-B,
onda su A1 B sa raznih strana prave p.
St

A C . —B
o Ako na pravo) p takva tacka C ne postojl, onda su A1l
B sa iste strane prave p. P

A B~ C O

POLUPROSTOR - DEFINICIJA

o Neka je & ravan u prostoru E.

o Unija taéaka ravni 61 svih ta¢aka prostora E sa
iste strane ravni § jeste poluprostor 5E sa
graniénom ravni §.

o Svaka ravan 8 u prostoru E deli prostor E na dva

poluprostora. .

Il deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

POLUPRAVA - DEFINICIJA

o Skup svih taéaka prave p sa iste strane tacke
0 je poluprava sa poéetnom tackom O.

o Na svakoj pravoj p bilo koja tacka O odredjuje
dve poluprave Op 1 0p'.

POLURAVAN - DEFINICIJA

0 Neka je p prava uravni 6.

0 Unija tacaka prave p i svih tacaka ravni 5 sa iste strane
prave p jeste poluravan pd sa granifnom pravom p.

0 Svaka prava p u ravni & odredjuje dve poluravni ph i p&'.

0 Napomena: Slitno se definifu pojmovi sa raznih strana
ravni i sa iste strane ravni.

KONVEKSNOST I KONKAVNOST -
DEFINICIJA

Geometrijska fipura F je

o konveksna ako za svake dve tacke A1 B koje
pripadaju figuri F, duz AB pripada figur F;

o nekonveksna (konkavna) ako ta) uslov nije
ispunjen.
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IIT AKSIOME PODUDARNOSTI

1. Akosu A,B,C,D tacke takve da je AB=CDi
A=B, tada je C=D.

2. Ako su A i B bilo koje dve tacke, tada je
AB=BA.

3. Ako su AB,C,D,E,F tacke takve da je AB=CD i
AB=FF, tada je CD=FEF.

4. Ako su Ci C' tacke dveju otvorenih duzi, AB i
A'B', takve da je AC=A'C'i BC= B'C, tada je
i AB=AB.

POSLEDICE AKSIOMA PODUDARNOSTI
(DOKAZUJU SE)

= Dve ravanske figure su podudarne ako se
premestanjem mogu dovesti do poklapanja.

= Relacija podudarnosti duZi (kao i podudarnosti
figura uopste) je relacija ekvivalencije.

= Ako je AB duz i A' pocetna tacka poluprave A'p,
tada na polupravoj A'p postoji samo jedna tacka
B', takva da je AB=A'B.

= Ako su A,B,C tri razne tacke prave pi A'i B' dve
razne tacke prave p' takve da AB=A'B', tada
postaji tacka C' prave p' takva da je AC=A'C'i
BC=B'C.

DEFINICIJA OPERACIJA SABIRANJA I ODUZIMANJA
DUZI

Neka su AB i CD dve proizvoljne duzi. Ako na nekoj

duZi EF postoji tactka G takva da je:

= E-G-Fi AB=EG i CD= GF, tada je duz EF
podudarna sa zbirom duzi AB i CD, sto
zapisujemo EF= AB+CD.

= E-F-Gi AB=EG i CD=FG, tada je duz EF
podudarna sa razlikom duzi AB i CD, 3to
zapisujemo EF= AB-CD.

A

E

el
o]
)

Q.
]
@
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6. Ako su A,B,C tri nekolineame tacke i A', B' tacke

7. AkosuA,B,CiAB,C dve trojke nekolinearnih

Il deo predavanja iz MATEMATIKE

Predavac: mr Tatjana Baji¢

III AKSIOME PODUDARNOSTI

5. Ako su Ai B dve razne tacke i C teme neke
poluprave, tada na toj polupravoj postoji tacka D
takva da je AB=CD.

ruba neke poluravni takve da je AB= A'B', tada u
toj poluravni postoji jedinstvena tacka C takva da
je ACEA'C' i BC=B'C.

taCaka i D i D' tacke polupravih BC i B'C' takve da
je AB=A'B', BC=B'C, CA=CA' i BD=B'D', tada j
i AD= AD'. e°

DEFINICIJE NEKIH POJMOVA VEZANIH ZA
DUZ

= Ako je S tacka i AB du? takva da je SEAB |
AS=BS, tada je tacka S srediSte duZi AB.

= Ako su AB i CD dve duZi i ako unutar duzi CD
postoji tacka E takva da je AB= CE, tada kaZemo
da je duZ AB manja od duZi CD (AB<CD) ili da je
duZ CD veca od duZi AB (CD=AB).

A S5 B

L2

E De

DEFINICIJA KRUZNICE

= Ako su AB i AC dve podudarme duZi (AB=AC) sa
zajednickom krajnjom tackom A, tada kaZemo da
su tacke B i C jednako udaljene od tacke A.

= Skup tataka u ravni, jednako udaljenih od jedne
tacke O te ravni, naziva se kruznica.

= Tacka O je centar (srediste) kruZnice, a
odstojanje centra od bilo koje tacke na kruZnici
je poluprecnik kruznice r.
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DEFINICIJA KERUGA

Neka je O tacka u ravni i r data duz.

= Skup tacaka M u ravni sa svojstvom da je
OM= r jeste krug.

Odnosno,

= Unija ta¢aka kruZnice i svih tacaka u njenaj
unutradnjosti je krug.

Oznaka za kruZnicu: k(0O,r)
odnosno za krug: K(O,r).

SECICA I TANGENTA - DEFINICIJE

e Prava koja sa kruZznicom/krugom ima jednu
zajednic¢ku taéku naziva se dirka 1li tangenta
kruznice/kruga.

o Prava koja sa kruZnicom ima dve zajednicke
taéke naziva se seéica kruZnice.

V AKSIOMA PARALELNOSTI

Plejferova aksioma

Za svaku pravu a i tatku B van nje, u ravni
odredjenoj pravom a i tac¢kom B, postoji jedna i
samo Jedna prava b koja sadrz tacku B 1koja sa
pravom ¢ nema zajedniélih tadaka.

B-
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PoLoZAJ TACGKE PREMA KRUGU

Neka je K(O,r) dati krug.

= Odstojanje tacke A od centra kruga O naziva se
njeno centralno odstojanje OA.

= Ako je OA<r, tada je tacka A u krugu.
= Ako je OA=r, tada je tacka A na kruznici.
= Ako je OA>r, tada je tacka A van kruga.

D NELNELY

IV AKSIOME NEPREKIDNOSTI

1. Arhimed-Eudoksova aksioma
Ako su AB 1 CD dve proizvoljne duz, tada na
polupravoj AB postoji konaéan niz tadaka A,
A, A, takvih daje A-Ay A,
pri éemu je svaka od duzi AA;, AjA- .. A A,
podudarna duzi CD1A-B-Aj.

2. KEantorova aksioma
Ako je A,By; A.B,, ... A B, ... miz duZ neke prave
takvih da svaka od tih du#i sadr#i sledeéu, tada
postoji tacka X koja pripada svalkoj dufi tog niza.

PARALELNOST PRAVIH — DEFINICILJA

o Prave a1b su paralelne, uoznacia| |b, ako1
samo ako je
» a=b (odnosno prave a 1b ze poklapaju) i1
# prave a i b pripadaju isto) ravni i nemaju zajedniékih
tacaka.
© Dve paralelne (razlicite) prave odredjuju jednu 1
samo jednu ravan.
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PARALELNOST PRAVE I RAVNI -
DEFINICIJA

o Prava je paralelna sa ravni ako joj pripada il
sa njom nema zajedniékih tacaka.

o Dve ravni su paralelne ako su identiéne 1li ako
nemaju zajednickih taéaka.

o MozZe se dokazati da Je relacija paralelnosti ravni
relacija ekvivalencije.

PLANIMETRIJA

o Planimetrija (latinsld planum - ravan, gréld petpee -
merim) predstavlja deo euklidske geometrije u kojem ze
izufavaju svojstva fizura koje leze u ravni, odnosno
ravanskih figura.

o Razmatramo sledece ravanske fipure:

+ Ugao
+* Mnogougao
o Trougao

o ﬁetvowugau (razmatramo samo konveksne éetvorouglove)
paralelogram
pravougaomk
- kvadrat
romb

trapez (jednakokraki trapez, pravougli trapez)
trapezoid (deltoid)

VRSTE UGLOVA — SUSEDNI [ UPOREDNI
UGLOVI

o Neka poluprava Or pripada oblasti ugla < pOg.
Uglovi <{ pOr i < rOq koji pored kraka Or nemaju
drugih zajedni¢kih taéaka su susedni uglovi.

o Dva susedna ugla ¢éiji slobodni kraci su poluprave
1ste prave nazivaju se uperedni uglovi.

Upoaredni uglovi

30

Il deo predavanja iz MATEMATIKE
Predavac: mr Tatjana Baji¢

AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC
0Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

MATEMATIKA

7.2 EUKLIDSEA
GEOMETRIJA
PLANIMETRIJA

° Predavac: mr Tatjana Baji¢
-

DEFINICIJA UGLA

o Unija dve poluprave Oa1 Ob sa zajednickom
pocéetnom tackom O jeste ugaona linija aOb.

o Poluprave Oa 1 Ob su kraci ugla, a tacka O je
teme ugla.

o Unija ugaone linije aOb 1 jedne od ugaonih

oblastl odredjenih ovom ugaonom linijom je ugao
<a0b.

B

)

tgan <a0d

a b - keact mghr
O - Jeaer uplit

VESTE UGLOVA — OPRUZEN UGAO I
UNAKRSNI UGLOVI

o Ugao ¢éiji kraci obrazuju pravu (ili oblast ugla je
poluravan) je opruzen ugao.

o Uglovi <{ pOq 1 < p'0q’ ¢iji kraci su Op i Op'
razliéite poluprave iste prave g, a kraci Og1 Oq'
razlifite poluprave iste prave b, zovu se
unakrsni uglovi.

Unakrsni uglovi

| Opruzen ugao

N
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VRSTE UGLOVA - ILUSTRACIJE

[~

- HEH OHEEHCAH
¥rao

& HEHBERCAH

~ onpymen “mm

0 Ugao jednak svom uporednom uglu je prav ugao, a
prave koje ih obrazuju su uzajamno normalne
prave.

0 Ugao manji od pravog ugla naziva se ostar ugao.

0 Ugao ved od pravog ugla, a manji od opruZenog ugla
naziva ce tup ugao.

ot fPAS “ vn

MNOGOUGAONA LINIJA - DEFINICLJA

Neka su Ay, Ag,..., A, (nZ=3) konafan skup tafaka u
ravni, tako da nikoje tri uzastopne tacke nisu
kolinearne. Unija duzi AjA;, AzAs, Asha,... A A,
naziva se izlomljena linija.

Ako je:

= A;# A, izlomljena linija je otvorena

= A;=A,, izlomljena linija je zatvorena ili
mnogougaona linija.

Tacke Ay, Ag,..., A, su temena, a duzi AA;, AAs,
AzAy,.... A 1A, su stranice izlomljene linije.

UGLOVI MNOGOUGLA

o Dve susedne stranice mnogougla obrazuju
ugaonu linjju koja odredjuje dva ugla:
+ unutrasnji ugaec mnogougla (ugao keji
zadrzi unutrasnje tacke mnogougla);

« spoljasnji ugao mnogougla (naporedan
ugao unutrasnjem uglu).

- yHyTPARES FIa0 MEoT oy

€1y - ENEmbAMM FTa0 HHS

5, 30ap YUY TPALIHHX YTI0BA MEQCOYTAL

o+ oy = 1807 °

&,
=l -

§, = (n—2)- 180"
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PRODOR PRAVE KROZ RAVAN

. . (]
o Ako prava 1 ravan imaju

Jednu zajednicku tacku,
tada kaZzemo da prava
prodire ravan.

o Ako je prava koja prodire ! ] }
ravan, normalna na bar 1 " '
dve prave te ravni koje 7
prolaze kroz njen prodor, ;
tada kazemo da je prava / v
normalna na ravan. { \4

MNOGOUGAO - DEFINICIJA

o Mnogougao je unija taéaka mnogougaone linije 1
unutrasnje oblasti.

Mnogougao moZe biti:

o prost (ako nikoje dve stranice nemaju
zajednickih taéaka, sem 3to svake dve susedne
stranice imaju zajedni¢ko teme)

o slozen (u suprotnom).

AN
-
\\ / /

7 N\

/L e

KLASIFIKACIJA MNOGOUGLOVA

Mnogouglovi se mogu klasifikovati prema:

1. Broju straniea (odnosno temena 1 uglova) -
trouglovi, cetvorouglovi, petouglovi,....n-
touglovi.

Odnosu stranica 1 uglova na - pravilne i
nepravilne: Mnogougao je pravilan ake su mu
sve stranice jednake i svi unutrasnji uglovi jednaki.
U suprotnom je nepravilan mnogougao.

3. Eonveksnostl - konveksne i nekonveksne

ra

TN, —
\ R e,
\
ok ,
o mw \5 \\ fremm— %,
¥l N mrEgougan Yy o
\ y 4 L o




AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC

Odsek studija za vaspitace i medicinske sestre vaspitace

TROUGAO - DEFINICIJA

Trougao je mnogougao koji ima
© trl stranice 1 -
o tri ugla,
odnosno svojstva:
o trostraniénost 1
o trougacnost.

PODELA TROUGLOVA PREMA VRSTI UGLOVA

o Ostrougli trouglovi (svi uglovi su manji od pravog ugla
odnosno otri su).

o Pravougli trouglovi (imaju jedan prav ugao, a druga dva su
oitra).
+ Stranica naspram pravog ugla je najveca 1 naziva se hipotenuza, a

ostale dve stramice =& nazivaju katete;

+ Za pravough trougao vazi Pitagorina teorema: a*t h?=c?.

o Tupougli trouglovi (jedan ugao je tup, a druga dva su

o&tra).
¢ B 5
qu(':uvrmn IR [T THIOW e
TPONTRD TPOYTAQ TPO¥IAD
CETVOROUGAO

» Cetvorougao je mnogougao koji ima:
= ¢etirl stranice 1
» detirl ugla.
» Zbir unutraznjih uglova jednak je dva opruzena
ugla.

Napomena:
Nadalje razmatrame samo konveksne éetvorouglove.
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PODELA TROUGLOVA PREMA ODNOSU

STRANICA

o Jednakostranicni trouglovi (sve tri stranice
su podudarne 1 odatle je pravilan mnogougao).

o Jednakokraki trouglevi (imaju dve stranice
koje su podudarne i nazivamo ih kracima, a treéu
stranicu osnovicom).

o Nejednakostranicni trouglovi (nemaju ni
Jedan par podudarnih straniea).

c
r".\-\
;/ .\\13 b b
S/ '».\\ e
é- - i
4 2 a

NEEKA SVOJSTVA TROUGLA

o U bilo kom trouglu naspram vece stranice je veci
ugao i obrnuto.

o U jednakokrakom trouglu naspram podudarnih
stranica su podudarni uglovi.

o Svaka stranica trougla je manja od zbira druge
dve, a veéa od njihove razlike.

o Zbir uglova u trouglu jednalk je opruzenom uglu.

c On
T b
b/ a /
. o
@) Be) (52
A c ¢

KLASIFIKACIJA CETVOROUGLOVA

Prema broju parova paralelnih stranica:
o paralelograme (imaju dva para paralelnih stranica)
= pravougaonik (Paralelogram kod koga je jedan ugao prav.)
o kvadrat (Jednakostramiéni pravougaomik )
» rombhb (Jednakostraniém paralelogram )
0 trapeze (imaju jedan par paralelnih stranica)
= jednakostranicéni trapez (Trapez éiji su kraci jednaki )
« pravougli trapez (Trapez ¢l je jedan krak normalan na
0ENOVICE.)
0 trapezoide (nemaju paralelnih stranica)
= deltoid (Trapezoid kod koga su dve 1 dve susedne stranice
jednake )
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PARALELOGRAM

o Paralelogram je éetvorougao koji ima dva para
paralelnih stranica.

o Svojstva paralelograma
+ Dve po dve naspramne stranice su paralelne 1jednake.
+ Dijagonale ze polove.

s Susedni uglovi su suplementni odnosno njihov zbir jednak
je opruzenom uglu.

2] (
Ay
M )
. _ ©

DIJAGONALE PARALELOGRAMA

o Kod jednakostrani¢nih paralelograma
(jednakostraniénog pravougaonika-kvadrata i
romba), dijagonale su normalne i predstavljaju
ose simetrije.

o Kod pravougaonika dijagonale su podudarne.

o Odatle, dijagonale kvadrata su podudarne,
normalne 1 predstavljaju ose simetrije.

PRAVOUGAONIK KVADRAT ROMB

JEDNAKOKRAKI TRAPEZ

o Trapez i1 su krael jednaki naziva se
jednakokraki trapez.
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PRAVOUGAONIE, EVADRAT I ROMB - DEFINICIJE

o Pravougaonik je paralelogram kod koga je jedan
ugao prav.
« Evadrat je jednakostraniéni pravougaonik.
o Romb je jednakostraniéni paralelogram.

Swald paralelogram je centralnosimetriéna figura.

PRAVOUGAONIK KVADRAT ROMB

TRAPEZ - DEFINICIJA
o Trapez Je éetvorougao kojl ima jedan par
paralelnih stranica.

o Paralelne stranice trapeza zovu se osnovice, a
druge dve kraci trapeza.

PRAVOUGLI TRAPEZ

o Trapez éiji je jedan krak normalan na osnovice
naziva se pravougli trapez.

D b (]
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DELTOID - DEFINICIJA

o Trapezoid je éstvorougao
kojil nema paralelnih
stranica.

o Deltod je trapezoid kod A
koga su dve 1 dve susedne
stranice jednake.

o Svojstva deltoida:

+ Dijagonale deltoida su
uzajamno normalne.

+ Dijagonala koja spaja
temena u kojima se sastaju
podudarne stramice je oza
simetrye deltoida 1 druge
dijagonale.

STEREOMETRIJA

o Stereometrija je termin izveden od grékih reéi
otepeoc—prostorni 1 petpem-merim.
o Stereometrija predstavlja deo euklidske
geometrije koja 1zuéava svojstva
+ geometryskih tela (tela u prostoru) 1
s pnih prostornih figura éjje ze sve tacke ne nalaze u
jedno) ravmo.
o Osnovna podela geometrijskih tela u prostoru
je na:
+ rogljasta (gde spadaju poliedri) 1
+ nerogljasta (gde spadaju obrina tela).

DIEDAR - DEFINICIJA

o Unija dve poluravni sa zajednickom graniénom pravom
jeste diedarska povrs koja prostor deli na dve oblasti.

o Poluravni su strane, a zajednicka prava je ivica
diedarske povrii

o Diedar je unija diedarske povr3iijedne od oblasti na
kgje ona deli prostor.

© Dwve ravni koje se seku obrazuju 4 diedra.
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MATEMATIKA

7.3 EUKLIDSKA GEOMETRIJA

Stereometrija

PREDAVAC: MR TATJANA BAJIC

GEOMETRIJSKA TELA
o Pored geometrijskih figura u prostoru, éije se sve taéke ne

nalaze u jednoj ravni - diedar, rogalj 1 prosta,
zatvorena poliedarska povrs, razmatramo sledeéa
geometrijska tela:
« Poliedre

o Prizme

paralelepiped
kvadar
* kocka (heksaedar)
oPiramide

tetraedar
pravilna cetvorostrana piramida
+ Obrtna tela
eprav valjak
eprava kupa
olopta

UGAO DIEDRA

o Diedri mogu biti:
konveksni 1 nekonveksni,
susedni, uporedni,
unakrsni i sl.

o Ugao diedra je ugao ¢éiji
su kraci dve poluprave
koje su normalne na ivicu
diedra u 1sto) tacki, a
pripadaju raznim
stranama diedra.

o Ako je ugao diedra prav
onda i za diedar kaZemo
da je prav.

.
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ROGALJ - DEFINICIJA ELEMENTI ROGLJA
o Neka Je A/A, A mnogougao 1S tacka van ravmi o tacka 3 je teme roglja

tog mnogougla. o poluprave SA; SA, _ SA
@ Skup svih polupravih sa poéetkom u 3, koje su ivice roglja

sadrZe po jednu tacku mnogougla obrazuju ouglovi <A SA,,

geometrijsku fisuru koja se 3 qASA;, ., TA, 1S4, su ] 5

iviéni uglovi roglja

U zavisnosti od mnogougla, o svaka dva susedna iviéna
rogalj moze biti: ugla obrazuju diedar 4 =
o prost 1l sloZen; w M roglja. /
o konveksan 1l nekonveksan
o n-tostran, n=3.4.5,_.. /ﬂ e
PROSTA POLIEDARSKA POVRS VRSTE POLIEDARSKE POVRSI

Prosta poliedarska povr: mozZe biti:

Prosta poliedarska povrs je umja o otvorena, ako postoje stranice koje pripadaju samo

konaénog

broja mnogouglova, takvih da: i jednom mnogouglu;
© Svaka stranica mmogougla pripada samc o zatvorena. ako Je svaka stranica zajednicka za dva
tom mnogouglu ili najvise jos jednom mnogougla.

susednom mnogouglu;

© Svaka dva susedna mnogougla pripadaju Elementi proste poliedarske povrsi:
dvema razliitim ravnima;

o Svaka dva mnogougla mogu se povezatl
nizom mnogouglova iz tog skupa tako da

o mnogouglovi su strane (pljosni) poliedarske povrsi;
o stranice mnogouglova su ivice poliedarske povrsi;

svaka dva uzastopna ¢lana tog niza budu o temena mnogouglova su temena poliedarske povrsi
susedni. ° é
PROSEI-‘A, ZATVORENA POLIEDARSEA SPOLJASNJA I UNUTRASNJA OBLAST
POVRS POLIEDARSKE POVRSI

) . . - o Spoljasnja oblast poliedarske povrii predstavlja
Prosta, zat&-oren{i Pohedarska povrsv raZ{_h A skup tacaka sa osobinom da za svaku od njih postoji
prostor na dva disjunktna skupa tagaka: prava koja sa poliedarskom povrsi nema zajednickih
o spoljasnju oblast 1 tacaka.

o unutrasnju oblast poliedarske povrii.

o Unutrasnja oblast poliedarske povrsi
predstavlja skup ta¢aka takvih da za svaku od njih
postoji prava koja sa poliedarskom povrsl ima

» dve zajednicke tacke - konveksna poliedarska povrs il
+ viZe zajednifkih tafaka - nekonveksna poliedarska

° povrE.
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POLIEDAR - DEFINICIJA

o Poliedar je unija proste, zatvorene poliedarske
povrEl 1 njene unutrasnje oblasti.
o Poliedri su rogljasta tela.
© Odnos 1zmedu broja strana (p). temena (t) 1
ivica (i) poliedra:
t+p=i+2 (Ojler).
o Znac¢ajni poliedri: prizme 1 piramide

KLASIFIKACIJA PRIZMI

o Prema broju osnovnih iviea odnesno beénih strana -
na trostrane, éetvorostrane,.

o Prema odnosu boénih 1vica 1 0snova - na prave 1
kose:

» Prava prizma je prizma ¢ij1 su sve bocne ivice
normalne na ravni osnova, odnosno kod koje su sve
boéne 1vice jednake visini prizme.

» Ako boéne ivice prizme nisu normalne na ravni
osnova, prizma je kosa.

o Posebno istiéemo pojam pravilne prizme:

« Pravilna prizma je prava prizma éija su osnove e

pravilni mnogouglovi.

KVADAR - DEFINICIJE

o Paralelepiped ¢ije su sve strane pravougaonicl
je pravougli paralelepiped odnosno kvadar.

H €

™
-

At e e nam
v
.
=
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PRIZMA - DEFINICIJA
o Poliedar koji ima n+2 strane, od kojih su
+ 2 strane paralelni 1 podudarni n-touglovi, a
» n strana su paralelogrami,
naziva se prizma.
o Paralelne strane prizme nazivamo 0snovama, a
ostale strane boénim stranama prizme.

PARALELEPIPED - DEFINICLJE

o Cetvorostrana prizma &je su sve strane
paralelogrami je paralelepiped.

m)
N
',
',

T
4
( |
\
',
N,
\
,
",
\

KOCKA - DEFINICIJA

o Kocka je kvadar ¢éje su sve 1vice jednak:
odnosno éije su sve strane podudarni
kvadrati.

o Kocka je éetvorostrana pravilna prizma
éyje su sve strane podudarm kvadrati.
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PIRAMIDA - DEFINICIJA

o Poliedar koji ima n+1
stranu od kojih je
+ jedna n-tougao, a
+ ostalih n strana su
trouglovi sa jednim
zajedni¢kim temenom
naziva se piramida.
o Trougaone povrsl
piramide nazivaju se
bocne strane, a n-
tougao osnova n-
tostrane piramide.

TETRAEDAR - DEFINICIJA

o Trostrana piramida zove se tetraedar.

o Tetraedar éije su sve 4 strane jednakostraniéni
trouglovi jeste pravilan tetraedar.

Mreza pravilnog

Model pravilno
P ¢ tetraedra u ravni

tetraedra u prostoru

PRAVILNI POLIEDRI - DEFINICIJA

Poliedri koji su:

o ograni¢eni podudarnim, pravilnim mnogouglovima,
o sv1 diedr1 su im jednaki, 1

o u svakom temenu se sastaje isti broj ivica

nazivaju se pravilni poliedri.

Ukupan broj pravilnih poliedara je ogranicen jer:

o zhir iviénih uglova (unutrasnjih uglova mnogougla)
kod jednog temena poliedra mora bitl manji od 4
prava ugla 1

o broj iviénih uglova kod jednog temena ne moze bitl
manji od 3.
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KLASIFIKACIJA PIRAMIDA

o Na prave i kose:

+ Prava piramida je
piramida £ije su sve
boéne 1vice jednake.

+ Inace je kosa.

o Posebno izdvajamo pojam
pravilne piramide:

« Pravilna piramida je
prava piramida éija je
osnova pravilan n-
tougao.

PRAVILNA CETVOROSTRANA PIRAMIDA

Pravilna éetvorostrana
piramida je prava
piramida éija je osnova
kvadrat.

-Bocne strane pravilne
cetvorostrane piramide su
podudarni jednakokraki ili
jednakostraniéni trouglovi.

- o

PRAVILNI POLIEDRI

o pravilan tetraedar, oktaedar, ikosaedar
(strane su podudarni jednakostraniéni
trouglovi)

o heksaedar, koji se éesée naziva kocka (svih Sest
strana su podudarni kvadrati)

o dodekaedar (strane su mu 12 podudarnih
petouglova)
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H NEROGLJASTA TELA-DEFINICLJA

Pet pravirih poledurs OBRTNA TELA-DEFINICIJA
. — A "::: —_— R o Geometrijska tela éija bar jedna povré nije ravna
i fecia nazivaju se nerogljasta tela.
o Geometrijska figura dobijena obrtanjem neke povrsl oko
Siha prave (koja se zove osa obrtanja) jeste obrtno telo.
PR P P P st o Obrtna tela spadaju u nerogljasta tela.

o : Znacajna obrtna tela:
i i @V /‘r L : 1 o Prav valjak - nastaje obrtanjem pravougaonika oko

jedne svoje stranice

- Dok A Bl Drobe | fpdwges | 3 ibe o Prava kupa - nastaje obrtanjem pravouglog trougla oko
i Wiza U ) ) . 5 c Jedne katete
Jednoem iemanu . ) .
o Lopta - nastaje obrtanjem kruga oko svog precnika;
o Povrs lopte naziva se sfera.

PRAV VALJAEK, PRAVA KUPA I LOPTA

Prav Vﬂljak Prava kupa Lopta

38



AKADEMIJA STRUKOVNIH STUDIJA SABAC

Odsek studija za vaspitace 1 medicinske sestre vaspitace

MATEMATIKA

- Ispitna pitanja —

I deo - Uvod u matemati¢ku logiku

1. Matematicki objekat. Matematicki pojam

2. Rodni (genericki) pojam i vrsni pojam.

3. Simboli matemati¢kih pojmova

4. Matematicko - logicki jezik. Strogo formalna
teorija.

5. Definicija. Struktura definicije. Definicija -
svojstva

6. Iskaz. Premisa, zaklju¢ivanje i zakljucni sud

7. Neposredni zakljucak. Posredni zakljucak
(induktivni, deduktivni i analogijski).
Zakljucivanje po intuiciji

8. Istinitosna vrednost iskaza

9. Logicke operacije. Istinitosne tablice

10. Iskazne formule. Tautologija - definicija

11. Zakon kontrapozicije. Zakon svodjenja na apsurd

12. Univerzalni i egzistencijalni kvantifikator.

II deo - Skup kao osnovni matematicki pojam

1. Pojam skupa. Pojam pripada.

Klasifikacija skupova prema broju elemenata.

Prazan skup

Nacini predstavljanja skupova

Kardinalni broj skupa. Prebrojivi skupovi

Podskup. Jenakost skupova

Prazan skup. Disjunktni skupovi

Partitivni skup

Unija, presek, razlika i simetricna razlika skupova.

Komplement skupa

9. Uredjen par

10. Dekartov proizvod

11. Vrste relacija. Binarna relacija

12. Relacija na skupu. Binarna relacija na skupu

13. Prazna i puna relacija. Svojstva binarnih relacija

14. Relacija ekvivalencije. Klase ekvivalencije i
koli¢nicki skup

15. Relacija poretka. Relacija totalnog poretka

16. Funkcija (preslikavanje) - definicija i nacini
zadavanja

N

RN RW

17. Preslikavanje i relacija - odnos

18. Injektivno, surjektivno i bijektivno preslikavanje
19. Inverzno preslikavanje

20. Kompozicija preslikavanja

21. Pojam operacije. Operacije na skupu

22. Binarne operacije i njihovo predstavljanje

23. Operacije i relacije - odnos

24. Algebarski zakon - definicija i primeri

25. Algebarska struktura - definicija

I1I deo - Skup prirodnih brojeva

1. Ekvivalentni skupovi. Predstavnici klasa
ekvivalencije

2. Prirodni brojevi - definicija. Skup prirodnih

brojeva

Pojmovi sledbenik i prethodnik - definicija

4. Peanova aritmetika - skup osnovnih pojmova i
simbola, skup aksioma

w

5. Princip indukcije

6. Relacija "<" u Peanovoj aritmetici

7. Operacije sabiranja i mnozenja u Peanovoj
aritmetici

8. Operacije oduzimanja i deljenja u Peanovoj
aritmetici

9. Zapisivanje prirodnih brojeva

10. Cifre rimskog nepozicionog brojevnog sistema

11. Pozicioni brojevni sistemi. Dekadni brojevni
sistem i binarni brojevni sistem

IV deo - Mera i broj

—
.

Mera na skupu - definicija

2. Jedinica mere (merna jedinica) fizicke veliCine -
definicija. Nazivi nekih mernih jedinica

3. Merenje. Merni broj. Merna jedinica i merni broj

fizicke veliCine

Izbor merne jedinice. Sistem mera

5. Sl-sistem. Osnovne i dopunske merne jedinice

=
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6. Masaitezina

V deo — Pojam verovatnoce

Eksperiment sa slucajnim ishodima.

Slucajan dogadaj

Verovatnoca realizacije slucajnog dogadaja
Uslovne verovatnoce

Presek dogadaja i pravilo mnozenja verovatnoca.
Nezavisnost dogadaja.

Marginalne verovatnoce

7. Unija dogadaja i pravilo sabiranja verovatnoc¢a

MRS

&

VI deo - Kvantitativno izraZzavanje
informacije:Senonova teorija

Osnovni koncept Senonove teorije

Pojam entropije-definicija i primeri
Izrazavanje vrednosti entropije-merna jedinica
Uslovna entropija-definicija i primeri
Senonova nejednakost

Uzajamna informacija-definicija i primeri

AU S

VII deo - Euklidska geometrija

—
.

Geometrijske figure

Osnovni pojmovi i simboli Euklidske geometrije

3. Osnovni stavovi - aksiome Euklidske geometrije
(broj i nazivi grupa aksioma)

4. Kolinearnost tacaka - definicija. Komplanarnost
tacaka - definicija

5. Definicija duzi. Definicija pojmova sa raznih
strana tacke, sa iste strane tacke

6. Definicija poluprave. Definicija pojmova sa
raznih strana prave, sa iste strane prave

7. Definicija poluravni. Definicija poluprostora

g

@

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.

17.

18.
19.
20.

21.

22,

23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32,
33.
34.
3S.
36.

Konveksnost i konkavnost geometrijske figure
Srediste duzi, uporedivanje duzi (manja, veca),
operacije sabiranja i oduzimanja duzi - ilustracije
na primerima

Definicija kruznice

Definicija kruga. PoloZzaj tacke prema krugu
Secica i tangenta - definicije

Paralelnost pravih - definicija. Paralelnost prave i
ravni - definicija

Prodor prave kroz ravan

Definicija ugla

Susedni uglovi, uporedni uglovi, prav ugao,
opruzen ugao, unakrsni uglovi - definicije
Mnogougaona linija - definicija. Mnogougao -
definicija

Uglovi mnogougla

Klasifikacija mnogouglova

Trougao - definicija. Podela trouglova prema
odnosu stranica

Podela trouglova prema vrsti uglova. Neka
znacajna svojstva trouglova

Cetvorougao - definicija. Klasifikacija
Cetvorouglova

Svojstva paralelograma

Pravougaonik, kvadrat i romb - definicije
Trapez - definicija

Deltoid — definicija

Diedar - definicija. Ugao diedra

Rogalj - definicija. Elementi roglja

Elementi proste poliedarske povrsi

Poliedar - definicija

Prizma - definicija. Klasifikacija prizmi
Paralelopiped, kvadar i kocka - definicije
Piramida - definicija. Klasifikacija piramida
Tetraedar - definicija

Pravilan poliedar - definicija. Pravilni poliedri
Obrtna tela-definicija. Valjak, kupa i lopta

Predmetni nastavnik
mr Tatjana Baji¢, prof.-predavac



AKAJJEMUJA CTPYKOBHUX CTYANJA IIABAILL
Oncek cTyauja 3a BacmuTavye U MeIUIUHCKE ceCTpe BacmuTave

MATEMATHUKA
III cemecTap

Iliian HacraBe (15 HacTaBHMX HeJe/ba MO 2 Yaca NMpeaaBama U 2 yaca Bek0ama):

1.

9.

Yno3naBamwe cTyAeHaTa ca HU/beM, CAAP:KajeM U HCXOAMMA NpPeIMeTa, Ka0 U €a IVIAHOM pajaa u
obaBe3ama CTyJeHATa
YBoa y MaTeMaTHYKY JIOTHKY
e  MaremaTuyku mnojam
e ElleMEHTH MaTEMATUUKE JIOTUKE
e Jloruuke omnepanuje
e  lckasHe hopmyIe, TayTOJIOTHje, IPAaBUIIA 3aKJbyUHBaba
e Ksantudukaropu
CKyn K20 OCHOBHY MAaTEeMATHYKH MOjaM
e [lojam ckyna. 3amucuBame, obenekaBame U rpadUIKo MPECTaBIbalkbe CKYIIOBa
e  Ormeparnuje ca CKyloBUMa. Y HHja, IPECEK, pa3iinka U KOMIIEMEHT. /[ekapToB pOn3BO] CKYIIOBa
e Penamuje Ha cKymy
Cxyn Kao 0CHOBHHM MaTeMATHYKH MOjaM
e IIpecnukaBame (pyHkumja). Onepanuje Ha ckymmy. Aiaredapcke CTpyKType.
Ckyn npupoaHux opojesa
e [lojam npupomHor 6poja. [leanora apurmernka. bpojeBHU cucTeMu
e [Ipommpeme cKyma MpUPOTHUX OpojeBa
Mepa u mepeme
e  Mepa Ha CKyIly, jeIMHHLIA MEPE, MEPEHE U MEPHHU OpOj
e  CrannapnHe jenuHuile Mepe - SI cuctem Mepa, U3BeJIcHE jeTUHIIIEC MEpE.
KOJIOKBUJYM
Iojam 1 ocHOBHe ocoOuHe BepoBaTHOhe
e  ExcrepuMeHT ca ciydajHuM ucxoauma. Cirydajan morahaj
e  3akoH Benukux OpojeBa. Ctatuctuuka aehuHUIMja BepoBaTHONE
e [Ipocrop BepoBatHoha. Ocobune BepoOBaTHONE
ITojam n u3pauyHaBame BepoBaTHohe
e Knacnuna nepununuja BepoBataohe. CraTictuuka BepoBaTHoha
e  VYcnosue BepoBatHohe. HesaBucHoCT norahaja
e  Maprunaine BepoBaTHOhe
BepoBaTtHoha u undgopmanuja — OcaoBau nojmoBu [lleHoHOBE TeopHje

10. Eykauacka reomerpuja

e (CaBpeMeHa eyKJIWACKa TeOMETpHja

e AkcuoMe npunaaama. AKCHOME pacropesaa

e  Jlyx, noiynpasa, HOITypaBaH, HOIYIPOCTOP, KOHBEKCHOCT/KOHKaBHOCT — Je(pUHHULIH]E
e Akcuome nogynapHoctu. [locnenune akcnoma noayAapHOCTH

11. Eykamacka reomerpuja

e KpyXHHIA U KPYT - ACHUHUITH]A

Ceuniia ¥ TaHreHTa - TeDUHHUII]A

AKcroMe HeTIPEeKHIHOCTH

AkcroMa mapanesrHOCTH

[apanennoct npaBux — AepuHULINjA

[TapanenHocT npase u paBHH - NehUHUIHI]A

¥YT20 ¥ MHOTOYTa0 - NTeQUHHIIN]S

Tpoyrao

YeTtBopoyrao (mapasuenorpam, IpaBOyraoHUK, KBaapart, poM0, Tpamnes U AeITOHN)

12. Eykamacka reomerpuja

e Jluemap u porab - AcHUHHUITH]C

e IlIpocra nonuenapcka nospi. I[lonuenap

o [Ipu3ma (mapanenenwurnen, KBamap 1 KOIKA)

e [lupamuaa (TeTpaemap, 4eTBOPOCTpaHA MHUPAMHUIA)

1



AKAJJEMUJA CTPYKOBHUX CTYANJA IIABAILL
Oncek cTyauja 3a BacmuTavye U MeIUIUHCKE ceCTpe BacmuTave

MATEMATHUKA
III cemecTap

e  [IpaBuiHu nonuenpu - kKiacuukanmja
e Heporssacra Tena. OOpTHa Tena (Bajbak, KyIa, JIOITa)
13.-15. Ilpunpema 3a 3aBpIIHHM UCIIHUT U eBAJyallHja pajga CTyAeHATA

HauyuH onem-nBama
Konauna omena ce hoopmupa Ha OCHOBY YKYITHOT Opoja IToeHa CTCUCHNX Ha MPEAUCTIUTHIM o0aBe3aMa M 3aBPITHOM
HCIIUTY, TaKO Ja:
51 moena < oueHa 6 (mecr) < 60 moeHa
61 moena < omena 7 (cexam) < 70 moeHa
71 noena < omeHa 8 (ocam) < 80 moena
81 moena < ouena 9 (neser) < 90 moena
91 noena < omena 10 (necer) < 100 moena

Ounena 3Hama (Makcumasad Opoj moena 100)

IIpenncnuTHe 00aBe3e noeHa 10 50 | 3appumHM MCIUT noeHa 10 50
AKTUBHOCTH Y TOKY YacOBa MpeIaBamba o 10 | mucMEeHU UCIIUT o 30
KOJIOKBU]YMHU 10 40 | yCMEHHU MCIIUT a0 20

1. IIpeaucnutHe odaBese (1o 50 nmoena)
Ha O cTyneHT Morao JAa NpUCTyNH (PUHAIHOM HCHHUTY, TOTPeOHO je Aa ox MakcuMaiHux 50 cakynu muHUMYM 30
IMOECHA Ha Hpe}_'[I/ICHI/ITHI/IM 06aBe3aMa. Y HpOTI/IBHOM CTy,I[eHT HCMa r[paBo Hn3J1aCKa Ha I/ICHI/IT!

1.1 IIpenaBama (10 10 moeHa)
[IpucycTBO M aKTHBHOCT Ha YacOBUMa IpeaaBama ce 6oayjy 1o 10 moena.

1.2 KonnoxkBujym-u (m0 40 moena)

KogoxkBujyml ce cacroju w3 3amaTaka W Tojiake ce mucMmeHo. Jla OM ce KOJNOKBHjyM1 IOJIOKHO TOTPEOHO je
npukynmutd MUHUMYM 11 om moryhux 20 moena. JomaTHux 20 moeHa, CTyIEHTH MOTY CAKyIHTH KpO3 H3paxy
nomahnx 3agaraka (1o 10 moeHa) u Kpo3 KOJOKBHjyM 2 u3 BepoBaTHohe (MuaumyM 5 ox 10 moena).

2. 3appuiny ucnut (10 S0 nmoena)

CacToju ce W3 MHCMEHOT W yCMEHOT jeia. [TuCMeHH e0 WCMUTa MOApPa3syMeBa pelllaBame 3aJaTaka U TecTa U3
oOpahene Teopuje u 6oxayje ce 10 30 moeHa - MuHUMAJIHO 20 MOeHA MOTPEOHO 32 MPoJa3. YCMEHHU JI€0 HCIIUTA
3aCHOBAH j¢ Ha yCMEHUM OJIrOBOpPUMa U3 TeopHje U 6oxayje ce 10 20 moeHa.

3. JlutepaTypa
1. T. bajuh (2022): HactaBau caapikaju ca nmpenaBama. Jlomahu 3amanu
2. M. lejuh (2008): Enemenmapru mamemamuuxu nojmo6u, 3BUpKa 3agaTaka ca eIeMeHTUMA
Teopuje, Yuutesbcku (akynret, beorpan.
3. P.S. Mann (2007): Introductory Statistics, 6th Edition International Student Version, John Wiley
and Sons. (mpeBox ca edraeckor: ctpane 137-176)

[IpenmeTHN HacTaBHUK
Mmp Tarjana bajuh, npod.-nmpenaBau
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